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Programme de kholle MPSI n°21 - du 24/03/25 au 28/03/25

1. Espaces vectoriels

¢ Tout (Le programme de cette semaine porte principalement sur les applications linéaires,
mais dans les exercices on pourra poser aussi des questions sur les espaces vectoriels).

2. Applications linéaires

¢ Définition : application linéaire, endomorphisme, isomorphisme, automorphisme

¢ Si f linéaire (de E dans F) alors f(0g) =0p.

e Opérations sur les applications linéaires : (£ (E, F), +,) est un espace vectoriel

e Bilinéarité de la composition d’applications linéaires

e Structure de groupe de (GL(E), o)

¢ Noyau d'une application linéaire, lien avec I'injectivité

e Soit f e £(E,F). Eysevde E, F; sevde F. f(E7) estunsevde F, f‘l(Fl) estunsevde E

* Image d'une application linéaire (si (ej, ..., e,) base de E alors Im(f) = Vect(f(e1) ... f(es))

* Soient E, F deux espaces vectoriels. Il existe une et une unique applicationlinéaire f : E — F
définie par ses images sur une base de E.

o dim(Z(E,F)) =dimE x dim F (sans démonstration)

e SiE, F evde dim finie, f € Z(E, F). f bijective si, et seulement si, 'image d'une base de E
est une base de F.

¢ Espaces isomorphes, lien avec la dimension.
¢ Si f estun endomorphisme d'un ev E de dimension finie : bijective < injective < surjective
* Théoreme du rang

e SiIE=FoGetve L(FE), we £(G,E"),il existe une unique application linéaire u € £ (E, E')
dont les restrictions aux sous-espaces F et G coincident avec v et w respectivement (sans
démonstration).

e (£(B),+,0) est un anneau (non commutatif si dim(E) = 2).

* Soit E = F @ G. Projecteur sur F parallélément a G (caractérisation avec po p = p).

e Soit E = F @ G. Symétrie par rapport a F parallélément a G (caractérisation avec so s =1d).
¢ Formes linéaires.

e Hyperplans (caractérisation en dimension finie et infinie).

¢ Sous-espaces affines.
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Questions de cours (démonstrations a connaitre)

* Applications linéaires Soient E et F deux espaces vectoriels.

1. Soit (ey,...e,) une famille génératrice de E;. Montrer que f(E;) = Vect(f(el) . ..f(en)).
2. Soit f € £(E,F) (E, F evde dim finie).

Montrer que : f bijective = 'image d’'une base de E par f est une base de F.
3. Soit f € £(E,F) (E, F evde dim finie).

Montrer que : 'image d’'une base de E par f est une base de F = f bijective.
4. Soit E = F & G et soit p la projection sur F parallelement a G. Alors

@) pop=p

(i) Ker(p)=Getlmp=F

5. Soit E = F & G. Si s est la symétrie par rapport a F parallelement a G alors so s =1dg.



