NOMBRES COMPLEXES - CORRECTION MPSI

EXERCICE 36

On fait un raisonnement par 'absurde.

Soit z € C une solution de I'’équation donnée. On suppose |z| > 1

Onadoncl+z+---+2" 1 =nz".

Mais alors |1+ z+ -+ 2" | = n|2"|

Or, d’apres I'inégalité triangulaire généralisée (qui s’obtient par une récurrence immédiate) :

|1+z+---+zn_l|<|1|+|Z|+"‘+|Zn_l|

etcomme |z| >1alorsonall| < |zl < |2?| <--- < |z"7| < |2"].

En particulier, pour tout k € [0,n— 1] on a |z¥| < |2"].

On en déduit que |1]| +|z|+---+ |z”‘1| <nl|z"

etdonc |1+ z+:--+2""1| < n|z"|, absurde.

Cela nous permet de conclure que toutes les solutions de 'équation donnée ont module inférieur ou égal a 1.

EXERCICE 41

On multiplie la premiére égalité par e~**. On obtient
14 '0=% 4 pile=0) _

Enposanta = y—xet f = z— x celadevient :
1+el+elf =0,

Puis, en séparant partie réelle et partie imaginaire :

l1+cosa+cosff=0 l1+cosa+cosf=0
sina+sinff=0 sina = —sinf

Orsina = —sin g si et seulement si (a = - [271] ou a = §+ 7 [27]).
e Si @ = B+ [27] alors on obtient cos & + cos f = 0 ce qui rend impossible la premiére équation du systéme.
. . 2 2
* Sia=-f[2n] on obtient 2cosa = -1 donc a = 5” 2] oua = —gn [27].
. . 2 32 5 12 . .
Mais alors 1+ €2/ + ¢21F =1 + (el%”) + (e‘lg”) =1+el37 +¢i37 = 0 (vérifiez avec le cosinus et le sinus).

Donc 1+ 21079 4 ¢2iz=%) — ¢ par conséquent e** + ¢V + 2% = 0.

(On aurait aussi pu remarquer que j = e'5” est une racine cubique de I'unité et que 1+ j2 + j* = 1+ j + j2 = 0).



EXERCICE 43

1. On sait que j est une racine cubique de I'unité, donc j® = 1. Par conséquent j est une racine du polynéme X° —1 or ce
polyndme se factorise ainsi dans R : (X3 - 1) = (X —1)(1 + X + X?). On peut donc en déduire que (j —1)(1+ j + j2) =0
et comme j # 1, on en conclut que 1+ j + j2 =0.

4 -
2. Les autres racines cubiques de 'unité sont 1 et e/37 = j2 = j.

3. On développe S;, S, et S3 avec la formule du binéme de Newton :

Slzi(Z) 52=i(2)]-k 83:Xn:(2)j2k.

k=0 k=0 k=0
Par conséquent
_y (" ko, 2k
51+Sg+53—2 1+ +] .
k=0 k

Ensuite on sépare les cas suivant la valeur de k modulo 3 :

e Sik=0/[3]alors j¥ = j3k =1 et j2 = j% =1 donc (1 + j* + j2k) =3.
e Sik=1[3]alors jk = j3K*+1 = jet j2k = jF+2 = j2 donc (1+ jk + j2k) = (1+ j + j?) =0.
o Sik=2[3]alors jK = j3k*2 = j2 et j2k = j6F+4 = jdonc (1+ j* + j2K) = (1+ j+ j2) = 0.

On peut donc remarquer que les seuls termes non nuls de la somme étudiée sont ceux d’indice k = 0 [3]. Par consé-

quent
Z n L’fJ n
S1+8,+83= ( )X3=3 ( )
k=0 3] k k'=0 3K’
Mais alors
L72/3] n ) _ 51+82+Sg
o=\ 3K 3
S1+8+83 2"+ (1+ )"+ 1+ A"

Il ne reste plus qu’a calculer 3

On remarque que (1 + ]-2) =(1+j) donc

Sl +Sz+83 _ 2”+2Re((]+J)n) _ 2n +2Re((—j2)") _ 2n +2Re((ei%)n) 2"+2COS(%)

3 3 3 3 3




EXERCICE 44

1. Onpose z=a+ib (avec a,beR). On a

a+ib+i _a+ilb+1) (a+ib+1))(a-i(b-1)

&= =i T avio-1 2+ (b—1)2
(@ +W*-D)+i(ab+1)-ab-1)
- a?+(b—1)?
a?+b*-1 . 2a

+
2+(h-12 @+ (bh-1)72

2. f@)eR o a=0 < zeil

f@eER o a*+b*=1 o zel.

3.
lz+il=|z—i] o (z+D)EZ+i)=z-0)Z-1)
o (z+)zZ-i)=(z-i)(z+1)
& zz—iz+iz+1l=zz+iz—iz+1
o 2iz=2iz
o z=2z
< zelR
4.
il_:z o z+i=z*—-iz
Z—1

= zz+(—i—1)z—i:0
On calcule le discriminant de 'équation de second degré obtenue :
A=(i+1D*—4(=i)=-1+1+2i+4i =6i.

V2 V2

On détermine les racines carrées de 6i = 6’2 : on trouve +v/6e'1 = +\/_(— + z—) =+v3(1+1).

Donc on obtient

A+D)+vV30+i) 1+ —-vV3(1+1) A+vV3)1+i) A1-vV3)1A+1)
fl2)=z © zc€ > , > & zE€ > ) 5



