CHAPITRE 25 : APPLICATIONS LINEAIRES correction MPSI

EXERCICE 176

On remarque que f est bien définie car il existe une et une unique application définie par ses images sur une base de R* (ici
(e1,e2,e3,€4)).
Soit (x,y,z,t) eR*. Ona

fx,1,2,8) = f(xe1 + yes +zes+ teqg) = xf(e)) + yf(ex) + zf(e3) + tf(es) = x(2,0,1,0) + y(0,-1,0,1) + 2(1,0,2,0) + £(0,1,0,-1)

Pour déterminer le noyau on considere le systeme

2x + z =0
x = —z/2 X =

y— t=20
o y = r o z =

x+2z=0
-z/2+2z = 0 y=1t

y— t=20

Donc Ker(f) = Vect(0,1,0,1).
D’autre part, Im(f) = Vect((2,0,1,0),(0,-1,0,1),(1,0,2,0),(0,1,0,-1)) = Vect((2,0,1,0),(0,-1,0,1),(1,0,2,0)). On a donc une
famille génératrice de trois éléments, mais d’apres le théoréme du rang, dim (Im(f)) = 3, donc il s’agit d’une base.

EXERCICE 178

1. (a) Comme f est continue, alors elle admet une primitive ¢ de classe €' sur R. Alors Vx € R, F(x) = ¢p(x +1) — p(x)
et donc F est aussi de classe €' sur R. De plus, F'(x) = ¢'(x+1) —¢'(x) = f(x+1) — f(x).

(b) On obtient

1
——X six<O0
2
1 X2 2

FX)=% ——x+—+=x%2 sixel0,1]
2 2 3
g(xslz_(x_1)3/2) six=>1

2. (a) SiF=T(f)alorsonavuque F est de classe ¢! sur R. Donc T(f) appartient bien a E.
D’autre part, soient f,ge Eet Le R.Onpose ®=T(f+Ag), F=T(f) et G=T(g). Pourtout xe Ron a

x+1 x+1 x+1
D(x) :f (f+Ag) (1) dt :f f(t)dt+/1[ g(dt=(T(Nx) +AT(g)(x). Donc T est linéaire.

(b) * Avec les notations des questions précedentes: T(f) =0 < F(x)=0VxeR < f f()dt=0VxeR

& Ppx+1)=¢px)VxeR < ¢ estl-périodique. Soit ¢ : x — sin(27x). @ est 1-périodique mais f = ¢’
n’est pas I'application nulle, donc T n’est pas injective.

e« OnavuqueVfeE, T(f) €6 (RR) or €' (R,R) #E (il y a des fonctions continues qui ne sont pas ¢), donc
T n’est pas surjective.

3. (a) On reprend les résultats de la question précedente : f e KerT = ¢(x+1) =p(x) < f(x+1) = f(x)ie. f est
1

1-périodique (en dérivant). D’autre part si f est 1-périodique et que f f(t)ydt=0alors f e Ker(T).
0

1
Donc Ker(T) = {fEE f 1—périodique etf f(t)dt=0}.
0

x+1
at a a_q

e“—1 e
— = e**.Donc A, =
a |, a

(¢) lim A;=0etlim,;_.;0As = +00 et 1, est une fonction continue, donc par le théoréme des valeurs interme-
a——0o0

x+1
(b) T(f,) = F, avec F,(x) =f e dt =
X

diaires 1, atteint toutes les valeurs strictement positives.



EXERCICE 181
1. Onremarque d’abord que, comme p € Z(E), alors Id — p € £ (E).
Sipop=palors(Id—p)o(d—p)=Id-2p+ pop=1d— p donc Id — p est un projecteur.
Sild - p est un projecteur alors (Id — p) o (Id — p) =1d — p mais alors Id—2p + po p =1d - p, c’est-a-dire po p = p et donc
p est un projecteur.
2. Soit p le projecteur par rapport a F parallélement a G (avec E = F @ G). On sait que pour tout x € E il existe un unique
couple (xp, xg) € F x G tel que x = xp + xg et que p(x) = xr.

Mais alors (Id — p)(x) = xg. On en déduit que Id — p est le projecteur par rapport a G et parallélement a F. Par consé-
quent Ker(Id — p) = F = Im(p) et In(Id — p) = G = Ker(p).

EXERCICE 182

¢ Montrons que‘ Im(g) = Ker(f) ‘

On sait d’apres les hypotheses que rg(f) + rg(g) = dim(E) et d’apres le théoréme du rang, que dim(E) = rg(f) +
dim(Ker(f)). On en déduit que dim(Ker f) = dim(Im g).

Montrons ensuite que Ker(f) < Im(g) : soit x € Ker(f), alors x =1d(x) = (f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) (car f(x) =0).

Donc x € Im(g), d'ou Ker(f) c Im(g), et comme ces deux sous-espaces ont la méme dimension, alors Ker(f) = Im(g).

* Montrons que f est un projecteur.
fog=0mais f=fold=fo(f+g)=fof+fog=fof.Donc fof=fetdonc f estun projecteur.

* g=1Id- f donc g est le projecteur complémentaire de f (voir exercice 181).

EXERCICE 183
* (po q)2 =pogopoqg= p2 o q2 = pog(car p et g commutent) donc p o g est un projecteur.

* Montrons que Ker(p o q) = Ker(p) + Ker(q).

Soit x € Kerp + Kerg alors x = u+ v (avec u € Kerp et v € Kerg). Mais alors (po q)(x) = (pog)(u+v)=(poq)(u) +(po
@) =(geop)W)+(poqg)(v) =q(pw) + p(gv)) = q(0) + p(0) = 0. donc Kerp + Kerg < Ker(p o q).
Inversement, soit x € Ker(p o g), on peut écrire x = u+ v avec u € Kerp et v € Imp (p est un projecteur donc E =

Ker(p) ® Im(p)). Mais alors 0 = (po q)(x) = (geo p)(x) = (gop)(u+v) =(gop)(u) + (qo p)(v) = (qo p)(v) = q(v). Donc
q(v) = 0 par conséquent v € Kerqg et donc x € Kerp + Kerq ce qui nous permet de conclure que

Ker(po q) = Kerp + Kerq.

¢ Montrons que Im(po g) =Imp nlimg.

Soit y e Im(pogq) alorsil existe x € Etelque y = (pog)(x)i.e. y = p(q(x)) eImpet y = g(p(x)) € Imqg donc y e ImpnImg.
Inversement, si y € Imp NnImgq alors il existe x € E tel que y = q(x) et comme y = p(y) = (po q)(x) € Im(po q).

Donc
Im(poq) =Impnimg.

EXERCICE 184

Par contraposée : si 28 n’était pas une base de E alors on aurait Vect(ey, ..., e;) # E. Mais alors il existerait un hyperplan H
contenant Vect(es,...,e,). Soit f une forme linéaire non nulle telle que Ker(f) = H. Alors on aurait f(e;) =--- = f(ey) =0
mais f # 0 ce qui contredit 'hypothese initiale.



