CHAPITRE 23 : ANALYSE ASYMPTOTIQUE correction MPSI

EXERCICE 154
1. Onremarque d’abord que f est définie sur r=R\{-1}

f est dérivable sur 27 par produit et quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.
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On étudie le signe de 1 — x — x? : ce polyndme s’annule pour x; = T\/_ et xp = T\/_’ il est positif entre les deux
et négatif a 'extérieur. On obtient donc le tableau de variations suivant :
X —00 X1 -1 X2 +0o
' - 0 + + 0 -
+00 +00 f(xz)
f
f(x1) —00 0

On voit dans le tableau de variations que la fonction a une asymptote horizontale déquation y = 0 en +oco et une
asymptote verticale (bilaterale) déquation x = —1.

On étudie la branche infinie en —oo :

lim f(x)=+o0 lim m =400
X——00 X—=-00 X

On en déduit que €y admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées (Oy) en —oo.

2. D¢ =R\ {1}
g est dérivable sur 9, par quotient (dont le dénominateur ne s’annule pas), composition et produit de fonctions
dérivables.
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On étudie le signe de x(x — 3) et on obtient le tableau de variations suivant :

X —00 0 1 3 +00
g'x) + 0 - - 0 +
1 +00 +00
8
—00 —00 4¢3/2

On remarque que 6 possede une asymptote verticale (bilaterale) d’équation x = 1.

On étudie les branches infinies :
. [
lim —=e

lim g(x) = +oo,
X—+o00 X—to0 X



Il reste a calculer liIP f(x) — ex. Pour cela on s’aidera d'un DL:
X—*+00

1
On pose h = < h — 0lorsque x — *oo.

x 1/h 1
exp(;) = eXp(l/h— 1) = exp(m) =exp(l+h+o(h)=exp(l)exp(h)=e-(1+h+o(h)

Donc f(x)—ex=(x+1)

1 1 e 1

ete- —+0(—)) —ex=2e+— +0(—) — 2elorsque x — +oo.
b x x X

On en déduit que la droite d’équation y = ex + 2e est asymptote oblique en +oco et —co.

EXERCICE 155
On calcule un développement limité de f au voisinage de 0 :

2 3 4

4 4
f(x)zln(1+;g)_x:x—%+%—§z—x+o(x):—%+%—2"T+o(x)
X X X
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On en déduit que lirr(l) fx) = ) et (en regardant le coefficient de x) que la fonction f prolongée en 0 est dérivable en 0 avec
X—

Foy=3

La tangente a la courbe au point d’abscisse 0 est| y = — x | et la courbe est en dessous de sa tangente.

N —
W =

EXERCICE 156
(x+ x2)2

e Auvoisinage de 0:In (1 +x+x?) = (x+ x%) - +0(x?) = x+3x% + 0(x?)

On en déduit que f(0) =0, f'(0) =1 et f(0) =1 (en comparant avec la formule de Taylor-Young) et la tangente a la
courbe au point d’abscisse 0 est la droite d’équation (Ia courbe étant au dessus de sa tangente).

e Auvoisinagedel:onposex=1+h(x—1 < h—0).

2 2
f@=In(1+x+x*)=In(1+1+h)+(1+h?) :ln(3+3h+h2):ln(3(1+h+%)) =ln(3)+ln(1+h+ %)

2\ 1 2
=In@3) + )

2
h+ = ——(h+%) +o(h?) zln(3)+h—éh2+o(h2) zln(3)+(x—1)—é(x—l)2+0((x—1)2)

On en déduit que la tangente a la courbe au point d’abscisse 1 est la droite d’équation ‘ y=In3+(x-1) ‘ et que la
courbe est en dessous de sa tangente.

EXERCICE 157

1. Soitk=1.Pourtoutte[k,k+1]ona:

1 1
t vk
Donc en intégrant sur [k, k + 1] on obtient
k+1 1 k+1 1 k+1 1 1
f —dt o f —dt=s —.
k \/_ K Vk Kk Vi Wk
D’autre part, pour k=2, on a, pour tout t € [k—1, k] :
1 1
—_— S —_—
k t

d'ou:
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fkl—d _fkl%dt % fki%dt.
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2. Ona S, = Z —— donc en additionnant les inégalités de la question précédente on obtient :

=1+
-1 Vk =2

n k+1 gt L | n k dr

Zf —52—51+Zf —.

=1k Vit o Vk oo Jk-1 V1
Ou encore, grace a la relation de Chasles :

n+1df ndt
f 758n51+f 5 V7] =S, <1+ [2v7]] o 2vVn+i-2<S,<1+2Vn-2.
1 t 1 t

Et on obtient les inégalités souhaitées.

3. On voit facilement que
. 2n+1-1) . 2(vVn-1D+1
lim ——= lim —— =1
n—-+oo 2vn n—+oo 2vn

S
Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, lim —— =1.D’ol1 S, ~ 2y/7.
n—+00 2./

4. Onendéduitque lim S,= lim 2y7n=+oo.
n—+oo n—+oo



