TD2 : CALCUL ALGEBRIQUE - CORRECTION MPSI

EXERCICE 14
1

Pour n € N*, on note H,, = Z =
k=1

On veut montrer que pour tout n = 2, H, est de la forme Pn avec p, un entier impair et g, un entier pair (cela impliquera
n

bien str que H, ¢ Z).
On va faire une démonstration par récurrence forte.

. 3 o .
e Initialisation : pour n =2, on obtient H, = > donc la propriété est vraie.

* Hérédité: soit n =2 tel que pourtout ke {2,...,n}, Hy = % avec py impair et gy pair.
k

n+1

On veut montrer que Hy,41 = avec pp+1 impair et g, pair.

n+1

On va raisonner par disjoinction de cas :

1 1 n+1)+
1. Si npair, alors Hy1 = Hp+ —— = Pn + _ Pl )+ Gn

= or impair, air et (n + 1) impair, donc
ntl  gn ntl gunt D Pr IMpALL Gn P (rn+1) imp

1 . .
avec pp+1 Impair
n+l1

pn(n+1)+ q, estimpair et q,(n+1) est pair, ce qui nous permet de conclure que Hy+; =

et gp+1 pair.
2. Si n impair, on peut écrire n =2k —1, avec k =2 (car n = 3).

2k1 k 1 k-1
Onadonc H,y1 = Z Z

(en séparant les termes pairs et impairs de la somme).

] 21 —0 21
1 k 1 k—l 1 k-1 1
Donc H, =—H + .
Y AT~ Y) 2k ;ﬂﬂl

k-1
Or2<k<2k-1<ndonc H, = ? avec py impair et gy pair par hypothese de récurrence (forte!) et Z
k i=0

est

de la forme 2KI’<+ 1 (i.e. avec un dénominateur impair, car on somme des fractions ayant toutes dénominateur

impair).

prK' +1)+2Kq
22K +1)

impair. D’autre part, il est évident que le dénominateur est pair, donc H,4; est bien de la forme

. Comme py (2K "+1) est impair et 2K g est pair, alors le numérateur est

Pn+1

qn+1

Mais alors H, 41 =

avec pp+1

impair et g, pair.

On a donc terminé la récurrence ce qui prouve la propriété voulue.



EXERCICE 17

Soit p € N fixé.
On fait une démonstration par récurrence sur n = p.

n o
* Initialisation: pourn=p: Z (Z) = (p) =1let (n+ 1) = (p+ 1) =1 donc 'égalité est vraie.
i\ \p p+1) \p+1

n+1

Sk A A o i (i)
* Hérédité: smtnzptelqueZ(p)_ prl

i=p

) (HR).

n+2

n+1 i
(On veut montrer que ) ( ) = (p+ )

i=p p

n+l no(;
Or: Z (l) = Z (l) + (" * 1) = (n * 1) + (n+ 1) = (n+ 2) d’apres la formule de Pascal (Proposition 12 du cours).

L'hérédité est donc prouvée.

e Conclusion: la propriété est initialisée et héréditaire, donc elle est vraie pour tout n = p.



