CHAPITRE 19 : CONVEXITE correction MPSI

EXERCICE 116

Soit x € R*.
On définit ¢ : R™ — R par:
e =flx+y)-fX)-f.

@ est dérivable et ¢'(y) = f'(x+ y) - f' ().
f est concave donc f’ est décroissante, on en déduit que f'(x+ y) < f'(y).
Par conséquent, ¢ est décroissante, et comme ¢(0) < 0, on peut conclure que pour tout y € R, @(y)<0,dou:

V(x,y) e ®)?,  flx+y) < fx)+ ).

EXERCICE 117
* Soient a et beR. On considére A={1€[0,1]1| f(la+ Q1 -AVb<Af(a)+ (1 -1 f(b)}.

Pour A =0 on obtient f(b) < f(b) qui est toujours vraie. Pour A = 1: f(a) < f(a) toujours vraie. Donc0€ Aet 1€ A.

A+
Soit (A, u) € A?. Montrons que K € A.

Ona: f(Aa+ (1 -Ab)<Af(a)+(1—A)f(b)
et: f(pa+Q-wb)<uf(a)+1—-pwfb)

Aa+(1-1)b 1-wb
f(Aa+QQ-Ab)+ f(pa+ (1 -p) )s“”f(a)+(1—““)f(b)
2 2 2
/1a+(1—/1)b+/,ta+(1—y)b) - f(Aa+Q-1)b)+ f(pa+ (1 —pwb)
2 - 2
| AtH
2

en additionnant et divisant par deux on obtient :

Mais d’apres ’hypothése de I'exercice : f
T

donc par

A A+ A+
transitivité : f( a+ (1 - ,u) b) < H Fe A.

A+
5 = ) f(b) ce qui prouve que

f(a)+(

* On applique la propriété précédente a la fonction f. On sait que V(x, y) € R?, 'inégalité de convexité est vraie pour
A=0,A=1let)= 3 Mais alors, en faisant les moyennes, ce sera vrai aussi pour 1 et 7 puis pour 3 etc... Une

récurrence immédiate nous permet d’affirmer que pour tout n € N* et pour tout k € [0,2"], I'inégalité de convexité
est vraie pour 1 = —.
271
* Soit A € [0,1] quelconque. (On veut montrer 'inégalité de convexité pour ce A).

k
On construit une suite (1,) d’éléments de la forme Y qui tend vers A.

A x2"]
on

Pour tout ne N on pose: A, = . On montre facilement que cette suite converge vers A.

k
D’autre part, chacun des A, est de la forme o donc il satisfait I'inégalité de convexité d’apres la partie précédente.

Onadonc:
VneN, f(Apa+1—2Ap)b)<Auf(a)+(1—A,)f(b)

On passe a la limite pour n qui tend vers +oo dans I'inégalité précédente (en utilisant aussi la continuité de f) et on
obtient
f(Aa+1-Ab)<Af(@+Q-A)f(D)

Cela nous permet d’affirmer que la fonction f est convexe.



