CHAPITRE 16 : SUITES MPSI

EXERCICE 80

2n 1 noq 2n 1
On remarque que Z - - Z - = -
k=1 k k=1 k k=n+1 k

et que pour tout k € [n+1,2n], % = ﬁ La somme ayant n termes on en déduit que

—_= n —
k=n+1 k 2n
Mais alorsona: Hy =1, H,— H; = %, Hy,—H, = %, wory Hyk — Hpre1 2 % (récurrence immeédiate).

Donc en additionnant on obtient : Hyx — Hy = %, puis | Hyr = > +1

Maintenant, on remarque que (H,) est une suite croissante (a chaque fois on ajoute un terme positif) et non majorée (en

effet, grace a la propriété montrée précedemment, VA >0, 3k e Ntel que 1 + ’EC = Aetdonc H,« = A) donc lirP H;, = +o0.
n—+oo

(on peut aussi montrer que (Hj) est croissante puis raisonner par 'absurde : si (H;) convergeait vers ¢, on obtiendrait

1
(-0 = 2 absurde, donc (H,) ne peut pas converger, donc elle diverge vers +c0).

EXERCICE 81
um+up+-tup1+tu, Utupt-tupy  (n-D(wg+us+-+up+uy) -nlup+up+ -+ Up-q)

l. v, — vy =

n n-1 nn-1)
—ur—uUp—-—up1+m-Du,
B nn-1) '
. —Uy—Up—--—Up-1+(n—-Duy .
Or comme (u;,) est croissante,ona u;, = u; Vk e [1,n—1] donc ( D = 0 ce qui nous permet
nn-
de conclure que (v,) est croissante.
2.
Uy+---+up, loug+--+uy Upsr+---+Uzy
Von = = —( + )
2n 2 n n
ur+---+u Upy1+--+ U nu
Or—n:vnet 1 %> n=un(caruk>und€[[n+1,2n]]).
n n n
Up+ Uy

Par conséquent : uy, = 5

3. (vy) estune suite croissante et (v,;) est majorée par ¢ (car u; < ¥k € N). Donc (v,) est une suite convergente.
Soitlim, . oo Uy =0 €R.

On passe a la limite dans I'inégalité trouvée a la question précedente et on obtient

. o Up+v o+ /7
lim vy, = lim —2 o {¢'>
n—+oo —+00 2 2

0'=0.

Mais on sait que ¢’ < ¢ (car (v,) est majorée par ¢) donc ¢’ = ¢.



EXERCICE 85

Onnote: (1) up+1=4-3u,
Onpose: (2) a=4-3a
Et on obtient @ = 1.
En calculant (1) — (2) on obtient
(Up+1 -1 =-3wp—-1)

On pose, pour tout n € N v, = u,, — 1 et on obtient donc
Vn+1 = =30y

(vy) est donc une suite géométrique de premier terme vy = g — 1 = 3 et définie par: VreN, v, = vy - (—3)".
On en déduitque VrReN:u,=1+3-(-3)"=1+ (-1)"3n+l
La suite (u;) est divergente (suite géométrique de raison < 1).



EXERCICE 86

1. On écrit'équation caractéristique :
X+x+1=0 (Ec).

Le discriminant est négatif (—3) donc on a deux solutions complexes conjuguées :

-1-iv3 -1+iV3 o
= —=¢ °3 et Xp=—7-—=¢"3.

X
! 2 2

On en déduit que la suite (i) est de la forme

2 2
VneN, u,= )Lcos(ngn +,usin(n§7t).

Comme on veut uy = 2 alors on en déduit que A = 2.

Comme on veut u; = 1 on obtient :
2 2 1 3
Acos(—n)+psin(—n):1 = 2(——)+;,t £ =1 o
3 3 2 2

On peut en déduire que:

VneN 2 ( 2 )+ 2 s ( 2 )
n , Uy =2C0S|\n—m —=SImm|n—-im|.
" 3 V3 3

2. Le discriminant de I'équation caractéristique est nul, et 'unique solution est r = 4.

On en déduit que la suite (u;,) est de la forme

VneN, u,=2A4"+un4".
Comme 1y =0, on obtient A = 0.

1
Comme u; =1, on obtient 4 =1 etdonc yu = 7

On peut conclure que :

vnenN, |u,=n-4""1

3. Léquation caractéristique est: 2x> —3x+1=0.

1
Le discriminant est positif (1) et les deux solutions sont 1 et 3

On en déduit que la suite (u,,) est de la forme :

1 n
VneN, un:)L+p(§) .

Les conditions initiales (up = 1 et #; = —1) nous permettent d’obtenir le systéme :
{/1 + p= 1 {/1 = -3
1 <> .
A+ sp=-1 w= 4

On peut donc conclure que :

1 n
VnelN, un=—3+4(5).

5



EXERCICE 89

On considere la fonction f définie par f(x) = 2x — ax?. f est dérivable (car polynomiale) et
VxeR, f'(x)=2-2ax

On en déduit rapidement que f est croissante sur |—oo, (_11 [ et décroissante ensuite. On étudie le signe de g : x — f(x) — x et
on remarque que g s'annule en 0 et <, est négative sur ] —o0o,0[U ]+, +oo| et positive sur |0, 1.

X —00 0 % +00
1
f _ / 0 / \ ~
o0 [ele)
g(x) - 0 + 0 -

e Si :lintervalle ] —oo, 0[ est stable par f etla fonction f y est croissante, donc (u,,) est monotone. De plus

g est négative sur cet intervalle donc (u,) est décroissante.

Si (u,) convergeait alors elle convergerait vers 0 ou % (les deux points fixes). Comme Vrn € N, u, €] —00,0[, si (1)
convergeait alors elle convergerait vers 0. Mais cela est impossible car Vn € N, u, < yy < 0, donc par passage a la

limite ¢ < ug < 0. Absurde. On en déduit que (u,,) diverge vers —oo.

e Si alors Vn e N, u, =0, on a donc une suite constante et

e Si Ug €

1
0,— [ (intervalle stable) : f est croissante sur cet intervalle donc (u#,) monotone. De plus, g est positive sur
a

cet intervalle donc (u,) croissante. (u,) est croissante et majorée (par é) donc (u,) converge vers une limite ¢ € {0, %}

e o . 1
Deplus VneN, 0 < ug < u, donc par passage a lalimite : 0 < up < ¢. on en déduit que ¢ = . Donc| u, — —
a
. 1 1. 1
* Si|up=—|alors VneN, u, = -, suite constante donc| u, — —
a a
. 12 1 s 1
e Sijupe |—,=| |alors u; €0, E[ (cas déja traité) donc | u, — —
a a a

2
e Si| ug = — |alors u; = 0 (suite stationnaire) donc
a

2
* Si|ug> — |alors uy <0 (cas déja traité) alors
a




EXERCICE 90

Soitn =2
On étudie la fonction f,, sur R* : f;, est continue et dérivable sur R* (car fonction polynomiale).
VxeRY, f'(x)=nx""1+m-1)x""2+2x+1>0donc f, est strictement croissante sur R™.

Comme f;, est continue et strictement monotone, on en déduit (théoréme de la bijection monotone) qu’elle induit
une bijection de R* dans f(R*) = [-1, +o0].

En particulier 0 admet un unique antécédent par f;,. Donc il existe un unique u, € R* tel que f;, (uy) =0.

3 3\" 3 n-1 3 2 3\"
(0] : 0)=-1et —|=|-| +[- 1= (=] =1,
nasfu@==te f”(4) (4) (4 (4) 4)
3% (3)" 9 12 16 3
Onremarqueque |- | +|=| —1=—+———>0,donc f,|-|>0.
4 4 16 16 16 4

D’apres le théoreme des valeurs intermediaires f;; s’annule dans l'intervalle |0, 1 (de plus on sait déja qu'’il existe une

. . . 3
unique racine réelle positive u, pour f;), donc u, € |0, 2l

2 funu)=ul +ul+ud +up—1=u™ + (ul+u M ud uy— 1) - u =l fy () - ul T = wt -

donc u"! < y"~1. On en déduit que fy+1(u,) < 0. D’autre part on sait que fy11(tn+1) = 0 et que fr+1

3
Oru,€ (0,—
4

est strictement croissante. On en déduit que u, < u,+1 donc la suite (1) est strictement croissante.

La suite (uy) est croissante et majorée (par Z)' donc elle converge (theoréme de la limite monotone) vers un réel

3

fe|0,—
4

3. Onsait que Yn e N\ {0,1}, f,(uy) =0, c'est-a-dire u? + u" ! + u + u, -1 =0.
On va passer a la limite dans cette égalité.

Onremarque que lim u; = lim exp(nln(u,)) =0 (carIn(u,) <0).
n—+oo n—-+oo
Deméme lim u""!'=0.
n—-+oo
Donc en passant a la limite dans I'égalité on obtient 2 + ¢ —1=0.

-1-v5 -1+v5
et

5 , donc on exclut

En résolvant cette équation on obtient deux solutions :

3
. Or, on sait que ¢ € |0, 1

la premiere solution (qui est strictement négative).

-1+v5

On conclut que ¢ = 5



