CHAPITRE 14 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 2 MPSI

EXERCICE 71

(E) y"+w2y:cos(wox).

On étudie tout d’abord I’équation homogene :
(H)  Y'+0’y=0
Or, les solutions de I'équation caractéristique (x> +w? = 0) sont wi et —wi donc la solution générale de 1'équation homogene

est
Vg(x) = Acos(wx) + psin(wx). (A, u) € R?

On cherche ensuite une solution particuliére de (E), de la forme y(x) = a cos(wox) (raisonnement sur la parité et wyi n’est
pas solution de I'’équation caractéristique).

¥ (x) = —wpasin(wox) et y'(x) = —w%a cos(wox). On remplace dans (E) et on obtient

1
2 _ 2"
w* —wg

(w? - w%)acos(wox) =cos(wgx) < a=

Toutes les solutions de (E) sont donc de la forme

cos(wox) (A, ) € R%.

y(x) = Acos(wx) + psin(wx) + ——
w? — W

On cherche maintenant I'unique solution du probléme de Cauchy donné.

w
Tout d’abord on détermine y'(x) = —wAsin(wx) + pw cos(wx) — 5 0 5 sin(wox).
w*—w
0
On remplace donc y(0) =1 et y'(0) = 0 et on obtient
1 1
At ———=1 A=1-
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pw =0 u=0

Donc la solution du probléme de Cauchy est

1 1
x)=|(1- cos(wx) + cos(wgx).
Y ( wz—wg) (@) +———; cos(wox)

EXERCICE 72

(E)  y'+ay'+b=0
Le discriminant de I'équation caractéristique est A = a®> — 4b.

e SiA >0 (i.e. 4b? < a?) alors la solution générale de (E) est de la forme Ae’'* + ue’*. Pour que cette solution soit bornée
sur R* pour tout choix de (A, u) € R? il faut que r; et rp soient négatives (si et seulement si leur produit est positif et
leur somme est négatif). Or ;2 = b et —r; — r» = a. Par conséquent il faut imposer a =0 et b = 0.

¢ Si A =0 alors les solutions sont de la forme (1 + ux)e™ donc elles sont bornées si et seulement si r < 0 si et seulement
si a> 0 (et b> 0 par conséquent).

* Si A <0 alors les solutions sont de la forme e%*(A cos(8x) + usin(fx)) et elles sont bornées sur R* si et seulement si
a<0(.e.a=0etb=0).

On en conclut que dans tous les cas, les solutions sont bornées sur R* si et seulementsi a =0, b =0 et (a, b) #0.



