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1 Suites numériques

Etudier la nature de chacune des suites réelles u = (1) ;>0 définies ci-dessous :

_—n+yn 1+1)"
-] -

Up = n\/ﬁ H un:n\/ﬁ; Un =

Etudier la nature de chacune des suites réelles (u;,) =2 définies ci-dessous :

s
n—l)" e'?2
_—

n+1 -

. 1
Uy, = ——; Up = HSIH(E), U, = In(n+1) —Inn); u, M.

1. Montrer que pour tout x = 0 et pour tout entiern =0, (1 + )" =1+nx.

2. On considere la suite (a"*) ,59, montrer que :
Si a > 1 alors cette suite diverge vers +oo.
Si a =1 alors cette suite est constante.

- Si|al <1 alors elle converge vers 0.

Si a < —1 alors cette suite n'a pas de limite.

Déterminer les limites des suites (u,,) suivantes :

3n-2 5n3+2n%2 -1 (n+1)3-nd . (1) (71+1 . (n2+1)
U, = ; Upy=——7—"— Up=—"7-———+ Up=sin|—|; u,=cos|—+—|; u,=arctan ;
" on+5 " 6n3 -1 " n2 " n " 3 n "
n n+2n’+vn (-1)"+2n cos® (n)
Up=—3 Up=—"—"—""T""; Up=—"; Up=—"—
n! 3n n n
_n+sin(n) _ (2n+(—1)”)2' B =D"2n+1)

= ;o U= —————; U=
V3n?+1 " n2+-nryn’ " 22n+1

Calculer les limites des suites (i) ;>0 dans les cas suivants :

3n _on
T gnion

un= VB up=Vari-vi

Un

@ Démontrer que les suites définies ci-dessous sont monotones, en précisant le domaine de validité pour n :
211 2

. —on . — . —
Up=vn+3); u,=2"-n; un—ﬁ, u"_n 2

Dans chacun des cas suivants, étudier la convergence de la suite (u,) 50, et déterminer la limite lorsqu’elle
existe :

n®+1 2n)! ) 1
=m; U, =ncos(n)+2n; up,=-——-; Up=Ssin nn—;;

Up
(nh2’



Trouver la limite des suites :

2 4+1+3"+1 cos(n)
Up=—; U= ;
2 +3n n
n+ (D" nsin(n!—1515)
u :—; u, = —m
"Tn—(=pn " 1+n?

@ Etudier la nature des suites complexes suivantes :

1+0)" n?i" . 1
= 2—”; n= i up =th(n) +iarctan(n); uy,

u - = .
! n+1 1+2ne2in

On considere la suite u = (u4y,) >0 définie par up =0 et

3u,+1

VneN, u = —,
T U, +2

1. Montrer que Vn € N, u,, existe et appartient a [0, 1].

2. Etudier le sens de variation et la nature de cette suite.
3x+1
2x+2°

définie par v, = L'l‘”__; est géométrique. En déduire les expressions de v, puis de u, en fonction de 7 et
n

retrouver les résultats précédents.

3. Onnote ¢ et ¢' les solutions de I'équation f(x) = x lorsque f(x) =

Montrer que la suite v = (V) n>0

On considere la suite © = (u4y,) >0 définie par uy =0 et
1
VneN, upsy= Eu"_ 1.

1. Montrer qu'il existe une suite constante de valeur K vérifiant cette relation.
2. En déduire I'expression de u, en fonction de 7 [Indication : étudier la suite (¢, — K) n>0].

3. Etudier brievement la suite u.

On considere la suite (¢,) ;50 définie par ug = 1,et Vn =0, u,y+1 = f(uy), ou f(x) = x+ % Cette suite est-elle
bornée et est-elle convergente ?

Pour chacune des suites définies par récurrence u = (1) ;50 ci-dessous satisfaisant u,+1 = f(u,), déter-
miner si la suite u est bornée, monotone, convergente et trouver sa limite en cas de convergence.

1
fx) = x+—-etup=1,
X
X
fx) = 1+§etu0:1,
1+x
f) = \/—2 etuy=1/2,
Soit u = (1) nen 1a suite récurrente définie par up e R et uy4; = L_ Pour quelles valeurs de uy la suite

2—\/un
u est-elle définie ? Montrer qu’elle converge alors vers 1 sauf si 1 est égal a une valeur particuliére a déterminer.

Soit u = (un) n=0 la suite récurrente donnée par up € R et ;41 = 379
n



1. Pour quelle(s) valeur(s) de ug la suite u est-elle bien définie ?

[\

. Pour quelle(s) valeur(s) de ug la suite u est-elle convergente ?

1. Montrer que
— (n(mn) ' est négligeable devant /7.
— n1?” est négligeable devant (1,00001)".
— (10%)" est négligeable devant n! Lorsque 7 tend vers +oo

2. Montrer que

1 . 1
v est négligeable devant 1

(n(m)'*"”
- (0,99999)" est négligeable devant +09
n
— - estnégligeable devant (0,9999)".
. Montrer que /7 —v2n+1 ~ (1—+/2)y/n lorsque n — +oo.

4. Montrer que (% - %) (Vn-1)~ \/Lﬁ lorsque n — +oo.

. Montrer que In(3n? —5v7n+3 + n%) ~ 2In(n) lorsque n — +oo.

w

(&)

~ —In(n) lorsque n — +oo0.

6. Montrer que In (% - m)

17| Montrer que /1 + # -1~ # lorsque n — +oo.

18

. Montrer, presque sans calcul, que 3n°-5n%+12n-1>0 lorsque n est assez grand.

N»—-.

. — n BN . .
. Montrer que la suite u,, = % + % n’est pas monotone a partir d'un certain rang.

19| Soit u = (un) n>1 la suite définie par u; =1 et u, = /n+ tp_1.-
. Montrer que u est bien défini.

. MontrerqueVn=1,0<u,<n

. Montrer que Vn=1, Vn<u,<v2n-1.

En déduire que u; — +oo lorsque n — +oo.

. Montrer que Vn =1, m< Up < m

. En déduire que u; ~ /nlorsque n — +oo.

1
3

\]@U’l»_-lhwl\)»—ll

. Montrer que (u, — v/n),>1 converge vers

Soit S = (Sy)n>1 la suite définie par Vn=1, S, =X}, \/LE
k+1 g 1 k d
1. Montrer que Yk =2, f; 7% < z<fia 72
2. Endéduire que2(vn+1-1)<S,<2(vn)+1.
3. En déduire que S, ~ 2y/n lorsque n — +oo.
4. En déduire la limite de la suite S.
5

. Refaire le travail pour les suites (X}_, ) ., ou0<a<1.

Soit H = (Hy) =1 la suite définie par Vr =1, H, = ZZ:l %
Montrer que H,, ~ In(n) lorsque n — +oo.

1.
2. En déduire la limite de la suite H.



N o os

En déduire également I'existence d'une suite € = (¢,,) ;> Vérifiant Vn = 1, H, =In(n) + £,In(n), ete,, — 0
lorsque n — +oo.

Soit u = (uy) n>1 la suite définie par Vn = 1,u, = H, —In(n).

Montrer que u est décroissante.

En déduire que u converge vers un réel noté y appartenant a [0, 1].

En déduire l'existence d'une suite &’ = (¢/,) ;51 vérifiant H, = In(n) +y + £}, ol €}, — 0 lorsque n — +oo.

En déduire que Zi’i " % converge vers In(2) lorsque n — +oo.



2 Séries numériques

Etudier la nature des séries Y u, de terme général :

1 " _n (arctan(l))n arcs'n(l n3+1) n
Up=1- i Up = i Up= =1 ; un= in|l1-— i Up=—;
" n+1 "2y " n " nd+2 "
2n—1 ln(nn) earctan(n)
Up=——+; Up=—"-"—; Up=—5—
"ozl TR T nmy)n” Tt 241
Etudier la nature des séries }_ u; de terme général :
-n"-1 ( 1)”s'n( 1) -1n" (=1"sin(v/n) (-pnton
=——— up=(D"sinf—= ) u,= ;oUn= poUn=
n(lnn)? " n? " yn+ (=nn-l " n3/2 " n?
(-n" 1+(-D"Vn
Up=— ; n= .
nnlnn l+n
Etudier la nature et la somme (si elle existe) des séries ) u, de terme général :
1 1 1 =n"
Up=(D" up=a"; up=———; up=Vn+l-vn;, up=—; Up=—5—; Up=—-——
n n n n(n+1) n n \/ﬁ n 2 —1 n ,—n+(_l)n
ol a est un nombre réel.
Etudier la nature des séries Y u;, de terme général :
1 n! ¢ ( ) 1 1 1
Up=———; Up=—; Up=tan|—|; Up=——; Up=—"—; Up=—"T" "3
" nn-1 " opn " 2n " In(n) "7 n+lnn) T B+ (=1
1 n—2In(n) 1 1
Up = Up = ;o Up=—/———————; Up=——.
"Ton_1 " n3 "™ 13 +ncos(n) "7 pon

Etudier la convergence et la convergence absolue des séries ) u,, de terme général :

_cos(n) 3 (="

(-1)" (-1)" (—1)" In(n)
n= ;o Up a avecaeR; u,= ; .

- , —_— . - . = (-1
In(n) Un n2 +sin(n) tn n+(=nHn Un=(=1)

n2

Etudier la nature des séries ) u, de terme général :

_sin?(n) _ 2+cos(n) _ 1)
n= Ty Un= g un=n| o
2n (nY) (n+2)” sinn
Up=—3 Up=——; = DU, = .
T3l T 2n) "7\ 3n "Ton

Etudier la nature des séries ) u, de terme général :

_cos(nm)

U, = ———
n I’l\/ﬁ,

(-n" cos (2n)
unzln(l+ ); un:T.



—

Soit la série de terme général u, = In (1 + #)
a) Montrer que (n+2)(n+3)uy+1 =1+ (n+2)u,.
b) En déduire que u, <1/(n* (n+1)).
¢) Conclure sur la nature de la série considérée.
Soit la série de terme général u, =In (1 + e~ "). Soit v, tel que u,ln(n!) = v, + In(n).
a) Calculer v,. Montrer que 0 < v, <1 puis que la suite (v,) y>0 est décroissante et convergente (sa
limite, appelée gamma, est la constante d’Euler).
b) Montrer que In(n!) < n = Iln(n).

c) Conclure sur la nature de la série considérée.

Trouver la nature de }_ m ouy€eR.

Etudier la nature de la série numérique )_ u,, de terme général u,, = m ol a et B sont des nombres
réels.

Montrer que ). % converge et trouver sa somme.|[Indication : utiliser I'identité n=nn-1)+n).
3
Montrer que ). % converge et trouver sa somme.

Montrer que Y. In (1 ) converge et trouver sa somme.

-1
(n+2)?

1 1
T45 -+t

Trouver la nature de ¥ 142440 of e &om

(n+2)!



3 Intégrale définie

Calculer les intégrales définies suivantes :
4 2x-1 1 X 2 3x+2 1 dx 3 +x-1 3 45

f —dx; f dx; f ——dux; f ; f dx; f dx.
3 (x=1D(x-2) 0 (x+1D(x+3)(x+5) 1 x(x+1)3 o x3+1 o (x2+2)2 b x3-1

Calculer les intégrales définies suivantes en effectuant une intégration par parties :

72 1 1 2 72
f xsin(x)dx; f xarcsin(x) dx; f xarctan(x) dx; f x° In(x)dx; f xcos® (x)dx.
0 0 0 1 0

Calculer les intégrales définies suivantes :
7 dx 72 cos(x) T sin?(x) 4 dyx
_ —dx; ———dx; _
o 5—4sin(x) o l+cos(x) /a4 1+ cos?(x) o cost(x)

Calculer les primitives suivantes :

1 2 23 +1
f(x—T)dx; f x2+—2 dx; fwdt
X X
1. Soit f la fonction définie sur R par
o x-1
X)=——".
x2-2x+2
Apres avoir justifié le fait que la fonction f est continue sur R, déterminer la primitive de f s’annulant en
2.
2. Soit g la fonction définie sur R par
x+1
fX) = ———.
Vx%+2x+5

Apres avoir justifié le fait que la fonction g est continue sur R, déterminer la primitive de g s’annulant en

1.
1 2
f x| dx; f |2 —1|dr.
-1 -2

Calculer les primitives et intégrales suivantes :
t e (1 3 y nl6
f an(x) dx; f (In() dx; f_e dy; f sin(?) cos(t)dt; f cos(x)
cos2(x) 1 x 1+ e2y 0 1+ sin? (x) I+ u)5

En utilisant une intégration par parties, calculer les primitives et intégrales suivantes :

0 1 /2
fxeigxdx; f(t2+1)sin(t)dt; deH; f tarctan(t) dt; f xcos(x)dx; fx"ln(x)dx
cos?(0) 0 0

3. Calculer les intégrales suivantes :




pour tout entier relatif 7.

En utilisant un changement de variables, calculer les primitives et intégrales suivantes :

* . L5 . 3 (1) ain? , 1 ) fe
f(4+x2)3 dx; fsm (nde; fcos (y)sin” (y)dy; fex+e—x dx; . —t(ln(t)+1)

1 0 1+tan®(z
f\/l—xzdx; [ L()dt
0

—n/6 1 —tan?(1)

1. Soit f la fonction définie sur

R\ {1,2,3} par

1

IO= N e—26-3)"

Trouver les réels a, b et c tels que, si x ¢ {1,2,3} alors

a b c
+

f(x)=x +

2. En déduire les primitives de f.

Calculer les intégrales suivantes :

3
f1(4 x)lo’ f\/2x 1dx;
1 1
f\/ll—xldx; f
0

-1

4
f2x3—1 fln(x -1dx; f_

Calculer les intégrales définie

fb Inx dx; ! (arctan x)?
a X

2+ x3

1+vVx  Jins

1

1 cos? x

s suivantes :

L x
—dyx;
0 1+ x2 \/(‘) V1-— x4
2 x2 4 dx In8
e 3 2 dx; f dx; f dx; V1+e*dx; f
0 0 2

< ],

x .3 4 .4
sin® x
e**sin(3x) dx; f4 dx; /20 tan(5x) dx; f4
0 0 0

f\/_(u+2) w

Ldx

) 13
;dx,
(x—1D(x+1)2

sin? x

5 dx.
cos® x

—2 =5 1
f V2t +3dr; fs Var2 +24r+35dt; fz V—412 —24¢-35dr; f (> —3t+1)e?tdr;
3 7 -3 0

ps 1 1
(andt fze_tsin(Zt)dt;f ——dg; f
0 0o °—1t-2 1

%
f(t —t-De 'dg f e’ cos
0 0

[0 2t fo t
——dg
-1 1t =383 +312 -

Calculer les intégrales définie

01
[
o cos°(f)

1. Montrer que pour tout n =0,

s suivantes :

1

V33r— 3
1-3¢2

. 3 2 [ 2 4
dg; f sin’(t) cos“(#) dt; f sin“(f) cos™(¢) dt.
3t+2 0 0

701 n 1 3
[l [ a [l a
z sin(t) o 2—cos(t) o 1+cos(f)

Soit I = (I;;) n=o la suite définie par Vn = 0,1, = fol % dx.

I, = ln’(12)

2. En déduire que I, ~ h‘% lorsque n — +oo.

Montrer que fo xP(1-x)9dx =

m pour tous entiers naturels p et q.

1 fol In(1 + x™) dx. [Indication : intégration par parties.]



4 Séries entieres

Calculer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

n 2.n 2
Z%; Znnxn; an . Z( n )n xn; Zne—nXZn; Zne—nx2n+3‘

3n4+n’ n+1

En s’aidant de développements en série entiere de fonctions classiques (dont on connait le rayon de
convergence), déterminer dans chacun des cas ci-dessous, le développement de la série entiere de la fonction f
en précisant son rayon de convergence. Donner en fonction de I'entier 7 la valeur de £ (0).

2x—1 1 x2+1

1 P _
f)=—; f(x)—m, f(x)=In(2x+3); f(x)—ﬁ, f(x) =arcsinx; f(x)—(x+1)3.

3-2x

1. Calculer le rayon de convergence et la somme de chacune des séries entieres :

Yox Y nx™h Y n(n-Dx"2

n=0 nz=1 n=2
2. En déduire le rayon de convergence et la somme de chacune des séries entiéres suivantes :
3" x" n
. 2 n., 2n+1
> TN Y (*+n+1)x" Z—Zz’lx .

n=1 n=0 n=0

En s’aidant de développements en série entiere de fonctions classiques retrouver les fontions sommes des
séries entieres suivantes :
4n+1

X nx" p X
2 Lot 2TV L

—
n=1 I’l(l’l+1) n=1 n=1 n=0

n 2
n“+n+l ,

n!

x2n+1

127 Cette série

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Y ,,-1 f;,(x) ol f;,(x) = (=1)"*!
converge-t-elle pour x = +R?

2. Vérifier 'égalité Y, f;,(x) = xarctan (x) pour |x| < 1.

3. En déduire la somme f(x) =) ;51 fn(X).

On considere la série entiere Y51 fn(x) ot f,(x) = ﬁ(zn)x"+1 de somme f(x).

n
1. Calculer son rayon de convergence.

2. Etablir I'égalité -2 (*") = 4(*") - (*"!?). En déduire une équation différentielle linéaire du premier ordre
vérifiée par f.

3. Résoudre cette équation différentielle pour obtenir 'expression de f(x) a 'intérieur de 'intervalle de
convergence.

Pour chacune des équations différentielles suivantes, montrer qu’elle admet une solution f développable
en série entiere satisfaisant la condition donnée. On explicitera la série entiere et on donnera son rayon de
convergence.

10



L. xy"+2y' —xy=2, f0)=2 et f'(0)=1.
2. xzy”+4xy'+(2—x2)y:1, f(0)=% et f’(o):()_

1. Dans le développement en série entiere de sinus, jusqu’a quel ordre suffit-il de sommer pour pouvoir
approcher la valeur de sin(1072) avec une incertitude de 107152

2. Rappeler le développement en série entiere de x — (1 + x)°olis € R* et la majoration de son reste
quand |s| = 1. [Indication : la suite de terme général| ((fl))l est décroissante.] En déduire une valeur appro-
chée de v/33 2107 pres.

Trouver le développement en série entiere et le rayon de convergence des série entieres suivantes :

f(x)_ln 1+—x f(x)—arctanl_xz. f(x)_ 5x3—2x2+x
= \/ 1—x’ - 1+x2’ = (1-2.76)(1—3)6)(1—)6)2'

Trouver la somme et le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

xn+1 nx2n+1 (_1)nx4n—1 nx"

. 2 . .
Z— Z(n +n+1)x" %: YT le ; %’(n—l)!'

T nn+l) 5§ 4n

Déterminer le développement en série entiere des fonctions suivantes et la valeur de £ (0) en fonction
den:

2x—1 C fw= x2+1
(x-Dx-2)’ T a+0¥

1
fX)=—— f0)=

3—2x f&

f(x)=arcsinx; f(x)=e*cosx.

1
Vi—xZ

Pour chacune des équations différentielles suivantes trouver les solutions développables en série entiére :
- XY +4xy'+2-x)y+1=0,
-xy"+x-2)y' -2y=0,
- (1-x%)y -2xy=0,
- 1+ x?)y"+2xy =2.

11



5 Séries de Fourier

58

[\:»—.

59

N»—.

S} —

H
w
N =

64

65

1.

[\:»—.

Soit f la fonction réelle 2-périodique définie par f(x) =0si—-r<x<O0et f(x)=1si0<x <.

. Calculer la série de Fourier de f. Calculer la somme de cette série de Fourier.

. Etudier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme :

(_1)1’! 1 1 (_1)n+1

L Loy L &

M
2
n=0 2n+1 n=0 n=1 n=1 n

Soit f la fonction réelle 27-périodique définie par f(x) =1-x?/n?si—-w < x <.

. Calculer la série de Fourier de f. Calculer la somme de cette série de Fourier.

. Etudier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme :

1 1 1 (-1)n*l

50(2”4‘1)2, r;lm’ glm’ r;l n?

=

Soit f la fonction réelle 2r-périodique définie par f(x) =0si—-r<x<0et f(x) =xsi0<x <.

. Calculer la série de Fourier de f. Calculer la somme de cette série de Fourier.

En déduire la somme de la série ;>0 —(Znim .

Soit f la fonction réelle 2-périodique définie par f(x) =r—xsi0<x<2met f(0)=0

. Calculer la série de Fourier de f. Calculer la somme de cette série de Fourier.

Que peut-on en déduire ?

Soit f la fonction réelle 2-périodique définie par f(x) =xsi—-r<x<m.

. Calculer la série de Fourier de f.

. Calculer la somme de cette série de Fourier en 7/2 et en 7.

Soit f la fonction de période 27 telle que f(¢) =|t|si—-w<t<met f(—n)= f(nr) =0.

. Calculer le développement en série de Fourier de f.

. Calculer Y50 m et en déduire ;- #

est la fonction 27-périodique définie sur [, 7] par f(x) = x* — 272 x2.
f p q p

. Calculer les coefficients de Fourier de f et exprimer son développement en série de Fourier.

Pour chacune des fonctions 2z-périodiques suivantes justifier qu’elles sont développables en série de

Fourier et écrire les développements correspondants :
Vxel[-m, 7l gx)= x3 - nzx, h(x) = 3x2-7% et i(x) =x.

[Indication : On pourra utiliser le théoréeme de dérivation.]

Soit la fonction réelle 27-périodique définie par f(x) = x? si -7 < x < 7.

Calculer la série de Fourier de f.

12



2. Calculer la somme de cette série de Fourier en 0, en /2 et en 7.

Soit f la fonction 27-périodique impaire telle que f(0) =0 et f(x) = cos(x) si x €]0, x[.
1. Construire le graphe de f sur [-37,37].
2. Déterminer le développement en série de Fourier S(f) de f et donner la valeur de S(f)(x) pour tout x € R.

3. En déduire la valeur de la somme de la série de terme général u,, = ((2n)/(4n? —1))? pour n strictement
positif.

Soit f la fonction 10-périodique définie par f(x) =1si x e [-5,0[ et f(x) =3 si x €]0,5[.
1. Construire le graphe de f sur [-15,15].

2. Déterminer la série de Fourier S(f) de f et donner la valeur de S(f)(x) pour x € R.

(_l)ll

3. Déterminer la valeur de S(f)(/2) et en déduire la somme de la série 3,50 3,17 -

13



6 Intégrales généralisées

Calculer les intégrales suivantes :

f**oo dx f"*‘x’ Inx
_— dx;
0 (1+ex)(1+ex) 1 x2

. —+oo _dx . T/4 COS2X - —+oo _ dr . —+oo dt
—a V(x— a)(b x) ovash; J; werms J-o Veinaz 4 ) Vit+1)’ Jo T

Montrer que fo_'+°° i‘}r(g dz converge et qu’elle est nulle. [Indication : on pourra comparer les intégrales
sur ]0,1] et sur [1, +ool. |

—>+oo 1 . . . - 2
Existence et calcul de PVoves dt. [Indication : on pourra poser u = V1 + £=].

Pour chacune des intégrales ci-dessous, établir sa convergence :

—too —t%sin(5¢) —sin(3¢
L =[ cos(t?)dt; 12=[ wdt
0 -0 t

Montrer que [~,"* 2 est semi-convergente. [Indication : utiliser la minoration sm SIn(0) <

sm(t) ’

Etudier la nature des intégrales suivantes :

—+00 —+00 qj ~+ool 1+ a
f ln(cos( ))dx f sulxdxoil a,feRaceR, f de
X X

-0 -0 xP

In>

b4

Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes ou divergentes, et calculer, si possible, ces
intégrales.

Treo —+oo dg 1 dr —+oo qp —+oo dp 3 dt 1 0 rdr
f e 'dt, f —, f —, —, f —, f —, In(2)dz, f —_—,
0 0 1+ 12 —0 V1 ) t 3 A —0 1% -0 —1(1-17?

—7/2 —too ¢dr —to arctan(t)dt
tan(t) dt, -, 2
o 0 1+02" Jo 1+1¢2

ouaeR.

Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes ou divergentes :

1 —00 1 _pX 3
f £ dx; f x%e ** dx, f 1oe *3sin(o) dx

—osin(x)  J_o -0 x2

ouaeR.

Montrer que les intégrales suivantes sont absolument convergentes :
1 1 —+00 5 1
f ln(t)sin(—)dt; f te”! (tzsin(t)—cos(—))dt.
-0 t -0 t

Soient I = f;"™?In(cos(x)) dx et J = ["/2In(sin(x)) dx.
1. Montrer que J converge.

14



2. Montrer que I = J.[Indication : On pourra changer x en 7 — x].

3. Montrerque I +J = —%ln(Z) + fﬁgz In(sin(2x)) dx.

4. En déduire que I = J = -7 In(2).

15



7 Intégrales a parametre

2 +X2
Soient (1) = [y “r—7—dxet g(t) = [y e~ dx.
1. Montrer que V€ R, f(1)+g*(1) = %.

2. En déduire la valeur de I = f;”*® e~ dx.

1. Soit f la fonction définie pour (¢, x) dans [0,1] x [0, 1] par

f(t X) = ﬁ si(t,x) #(0,0)
) 0 si (l‘,x):(o’o)‘

(a) Montrer que pout tout x dans [0, 1], I'application ¢ — f(t, x) est continue sur [0, 1], et que pour tout
t dans [0, 1], 'application x — f (¢, x) est continue sur [0, 1].

(b) Montrer que F(x) = fol f(t,x)dt est définie pour tout x dans [0, 1] et calculer sa valeur.

(c) F est-elle continue sur [0,1]?

(d) Les hypotheses du théoréme de continuité sous le signe somme sont-elles vérifiées ?
2. Mémes questions pour la fonction f définie pour (¢, x) dans [0, 1] x [0, 1] par

ft,x)= wfﬁ si (t,x) #(0,0)
’ 0 Si(t,x):(O’O)

3. Mémes questions pour la fonction f définie pour (¢, x) dans [0,1] x [0, 1] par

f,x)= =Lz si(t,x) #(0,0)
: 0 si (£,%) = (0,0)

On pose

—+00 2,
F(x):f e " 2cosxrdt

——00

1. Montrer que F est de classe C! sur R.

»n

Montrer que F est solution d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre.

—

Montrer que 'application ¢ définie sur ]1, +ool par ¢(x) = f(f m dt est continue sur tout intervalle
[a,bl telquel<a<b.

. /2
Soient g1 (x) = [ #Osmdt et, p2(x) =7, #Osmdt.

n

/2
(a) Montrer que @, (x) = [y mdt.

(b) Montrer que ¢ (x) = fol %-

1
(c) Montrer que @2 (x) = [, %.

(d) En déduire la valeur de ¢ (x).

(e) En déduire la valeur de ¢ (x).

/3

Vx2-1'

(f) Montrer que ¢(x) =

16



Pour x réel positif, on note F(x) = f:0+°° xcosll) 4.

x2+1?
. Montrer que la fonction F est définie sur R, et continue sur R .

—+
. Montrer que Vx € R}, [~ o dr=3.

. Montrer que f;” " 1=53@ d converge.

W

. Montrer que Vx € R}, |F(x) - 5| < x [yt I‘Ct—‘;s(” dt et en déduire la limite de F en 0.

83

._..

2+ 2
. Montrer que F(x) = _,0+°° e~ "*2) d¢ définit une fonction F continue sur R et dérivable sur R*.

2. Montrer que Vx € R}, F'(x) = —2F(x).

w

En déduire explicitement F(x) en fonction de x pour tout x réel.

Pour x réel, on pose I'(x) = [T e !t 1dz.

1. Déterminer 'ensemble D de définition de T
2. i) MontrerqueI'(a+1) =al'(a)sia > 0.
ii) En déduire que I'(n + 1) = n! si n est un entier naturel non-nul.
3. Montrer que I est de classe C* sur D et que Vn e N, T (x) = _T(foo(ln(t))”e‘tItx‘1 dz.
4.

Montrer que I est strictement croissante sur D. Montrer qu’il existe un unique réel xo de 11, 2[ tel que
I (x9) = 0. En déduire les variations de I sur D.

85] Soit F(x) = [Z™ sl e-txdy,

._..

Montrer que F est définie sur [0 + ool et que limy_. 1, F(x) = 0. [Indication : On pourra majorer |F(x)| par
1

2
2. Montrer que F est continue et dérivable sur ]0, +oo].

3. Montrer que Vx €]0, +ool, F'(x) = ﬁ et que F(x) = J —arctan(x).

4. Admettant que F est continue également en 0, déduire des résultats précédents la valeur de f:0+°° w dr.

17



8 Transformation de Laplace

Montrer que Z(t* 1) (p), ol a > 0, existe si Re (p) > 0. On admettra que £ (t* 1) (p) =T'(a)/ p°.
Calculer £ (sin(#))(p) et £ (cos(1))(p) siRe (p) > 0.
Calculer £ (e®")(p) siRe(p) > a.

Montrer que, si a est un nombre réel strictement positif alors
L(fan)(p)=VUa)L(f(D)(pla).

En déduire Z (sin(w?))(p) et £ (cos(w1))(p).

On suppose que f est dérivable et que Z(f (1)) (p) et L (f'(1))(p) existent si Re(p) > a. Montrer que

L) (p)=pZL(f@)(p) - fO).

On suppose que | est deux fois dérivable et que L (f(£)(p), L(f'(1)(p) et L(f"(1))(p) existent si
Re (p) > a. Montrer que

L") (p) = PP L) (p) - pf (0 - FOT).

Utiliser les résultats précédents pour résoudre les équations différentielles suivantes.

y+y=sin(®),y0) =1 y'+3y +2y=sin(0),y0)=1,y0)=0; y'+y -2y=e",y0)=0,y(0)=1.

Soit f une fonction définie sur R, nulle sur R*. Dans chaque cas suivant calculer £ g en fonction de Z f.
{fmt—m sit>bla

L gn= sinon

ol (a,b) e RY.

2. g(n)y=e'f(1).
3. g =f(E)oua>o.
4. g(t)=f(D)+1.

Résoudre I'équation différentielle suivante a 'aide de la transformation de Laplace et du tableau des
transformées classiques. y”’ + y = t sous les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) =2

18



9 Annales
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ANNEE : 2007/2008 Devoir surveillé 1

UE : PNG301
Date : samedi 20 octobre 2007 Durée : 1h20
Documents et téléphones mobiles interdits
Epreuve de G. Ricotta

Les trois exercices sont indépendants. L’énoncé comporte 2 pages.

Exercice 1. Trouver et justifier soigneusement la nature des séries suivantes.

1.
o145t
8 “1)(n2 —2)
ou log désigne le logarithme népérien.
2.
Z sin (2n) (log (n))"°
n? ‘
3.
Z (=1
v/ (log ()"
4.

log (n))*°
5~ (os(m)"”

n
Exercice 2. Considérons ’équation différentielle
(E) 3zy + (2—5x)y = .

Soit f(x) =", 5 an®™ une éventuelle solution de (E) développable en série entiere au voisinage de 0.

1. Montrer que la suite (an)n>0 vérifie

apg = 0,
1
ay = 5’
5
an = Qp—
n 3TL n 9 n—1
pour tout entier naturel n > 2.
2. En déduire par récurrence sur n que
5n—1
an =

[Ti=a 3k +2)
pour tout entier naturel n > 1.
3. Trouver le rayon de convergence de la série entiere réelle

-1

> e

n>1

4. L’équation différentielle (E) admet-elle une solution développable en série entiére ? Si oui, laquelle
et sur quel intervalle ?



Exercice 3. Soit f :] — 00,2] — R la fonction définie par

f(@) =V (2-x)

pour tout nombre réel z < 2. Soit (uy)p>1 la suite définie par u; = 0 et

Un+1 = f(“n)

pour tout entier naturel n > 1.
1. Trouver le tableau de variations de la fonction f sur Iintervalle | — oo, 2].

2. Tracer sur le méme dessin I’allure du graphe de la fonction f et de la droite d’équation y = x.
Représenter sur ce dessin les premiers termes de la suite (uy)n>1. Pensez-vous que la suite (uy,)n>1
converge 7 Si oui, vers quelle limite ?

3. Montrer par récurrence sur n que

pour tout entier naturel n > 1.

4. Montrer que
|un — 1|

st — 1] = — 22—
" V= un) +1
pour tout entier naturel n > 1.

5. En déduire en justifiant votre réponse que

s — 1] € — e Jup — 1

pour tout entier naturel n > 1.
6. Montrer par récurrence sur n que
n—1

1
lupn =1 < | ——=— lup — 1

(2-v2)+1

pour tout entier naturel n > 1.

7. Trouver la limite de la suite (u,)n>1 en justifiant soigneusement votre réponse.

FIN



Année 2007/2008 Devoir surveillé n°2
Samedi 10 novembre 2007 UE : PNG301
Documents et téléphones mobiles interdits durée : 1h20
Epreuve de F.Levron

Les trois exercices sont indépendants. L’énoncé comporte 1 page.

Exercice 1
. . . _ X
On considere la fraction rationnelle f(x) ()

1) Mettre cette fonction sous la forme : f(x)=—2+0X+C
x+l x4+

2) Soit F(x)= jo “f(t)dt . Calculer F(x).

3) Si x tend vers +oo, est-ce que F(x) tend vers une limite ? Si oui, vers laquelle ?

Exercice 2
On considére la fonction f(x) périodique, de période 2, telle que
f(x)=sin(x/2) si 0<x<2m.
1) Tracer sommairement le graphe de cette fonction sur I’intervalle [-4m, 47t].
2) Montrer que f est une fonction paire.
3) Calculer les coefficients de Fourier de f.
Aide : on rappelle que sin(a+b)+sin(a-b)=2sin(a)cos(b).
4) Soit S(x) la somme de la série de Fourier de f en x.

Monerque S0 2433 i)
n=l

5) Quelle est la relation entre S(x) et f(x) ?

0 _1 n
6) Calculer S(m) et en déduire la valeur de é(ln—z)—l .
n=l

7) Calculer Z (T 4 oo

Exercice 3

Soit f(x)= arctan(%"‘x) ou x#1.

1) Calculer la dérivée de f(x).

2) En déduire le développement en série entiere de f(x).
3) Quel est le rayon de convergence de cette série ?

4) Peut-on simplifier I’expression de f(x) si x#1 ?

FIN



ANNEE UNIVERSITAIRE 2007/2008

Session 1 d’automne
UE : PNG301
Date : 21 décembre 2007 Durée : 3h
Documents non autorisés

Epreuve de M. Olivier

Les cing exercices sont indépendants. L’énoncé comporte trois pages.

Bareme indicatif : 2 points par question, puis lissage.

Exercice 1.

Trouver et justifier la nature des séries

Z 3+ 1Inn Z (=) Z sinn Arctan(n? + 1).

(n+3)2’ (n+1)lnn’ n? +1

n>1 n>2

Exercice 2.

On considere I'équation différentielle suivante :
22y —daxy + (2 +6)y=0.

On cherche les solutions développables en série entiere autour de x = 0 de cette
équation différentielle.
Soit y = >, <, an 2" une telle solution.

Démontrer que ag = a1 = 0.

Démontrer que pour tout n > 2, on a (n —2)(n —3) a, = —a,_2.

En déduire que as et ag sont quelconques.

(- (-
(2n —2)! az, et que agp4+1 = (2n — 1) as.
Quel est le rayon de convergence de la série entiere obtenue 7

En déduire que la solution générale de 1’équation différentielle donnée est

2

1

2

3

4. Montrer que pour tout n > 1, asy, =
5

6

Y = agx” CcoST + asx

2gin .

Exercice 3.

Soit f la fonction périodique de période 27, telle que pour = €] — m, 47|, f(x) =
rsin.

corf e



N

Dessiner sommairement le graphe de f sur 'intervalle [—3m, 4+37]
Que valent les coefficients b,, de la série de Fourier de f 7
Calculer ay.

Calculer a;.

(sin(n + 1)z + sin(1 — n)x).

N[ =

Calculer pour n > 2, le coefficient a,,.

Soit S(f)(x) la valeur de la série de Fourier de f au point z. Que vaut S(f)(z)

1

2

3

4

5. Montrer que pour n > 2 on a : sinzcosnr =
6

7.

(justifier) 7

8

(=D"

. En prenant z = 0, calculer ) -,

n?—1
1
9. En prenant z =, calculer ) -, POREE
22 2
1
10. En utilisant un théoreme du cours, calculer ) -, CEEEER
>2 (2 _

Exercice 4. (Les questions 1 et 2 suivantes sont indépendantes).

1. Au moyen de changements de variable ou d’intégrations par partie, calculer les
intégrales suivantes et dire pour quelles valeurs de la variable x elles sont définies :

T cos®
ﬁd.ﬁ, . 5 dr.
x4t — 2 —2 sin® x

2. Pourn € N, n > 1, on pose

/7T dx
o 1+sin®(nz)

a. A l'aide d’un changement de variable, démontrer que

;o 1 Z /(k+1)7'r dt
" n oo 1+sin?t

0<k<n-—1

b. Démontrer que pour tout k£ tel que 0 < k<n—1ona

(k+1)7r dt
/ ;= -
- 1+ sin“t

c. En déduire que I,, = I;.

d. Calculer I et par conséquent I,,.



Exercice 5.

On considere la fonction f de deux variables z et t définie sur le domaine R x [0, g]

par ( )
Arctan (zsint .
f(a;t):{ sit#0,

sint
x sit=0.
Soit enfin g(x) = fOW/Q f(z,t)dt.

On admettra dans la suite sans démonstration toutes les propriétés de continuité
et de dérivabilité nécessaires pour justifier les calculs.

1. Calculer g(l‘,t) pour tout (z,t) dans le domaine de définition de f. On
x

0
veillera a calculer séparément —f(.:l;, 0).

ox

2. Montrer que g est dérivable sur R et calculer ¢'(z).
3. Que vaut g(0) ? En déduire g(x) pour tout z € R.

FIN



' ‘ ANNEE UNIVERSITAIRE 2007/2008 aemen,
2p'A {4
V SESSION 4 D AUTOMNE \Q@ ‘QL B

) Licence

sonoeavx 1 |ETAPE : MEC3, PHQ3, SCP3, EEA3, CSB5  UE : PNG301
DISVE Epreuve : Mathématiques
Licence Date : Heure : Durée : 3h

Documents : non autorisés
Epreuve de M J.L. Artigue et Me G. Godinaud

Exercice 1 : Soit I’ équation différentielle

(@2 + 1)y — 2 =0
<E>{ b0 =0, () =1

1. Montrer qu’il existe une fonction f, développable en série entiere au voisinage de 0 qui vérifie
(E). On a donc f(z) = Xa,z", les coeflicients a,, vérifiant une relation de récurrence que 1'on
déterminera.

2. Donner l'expression générale des a,, et déterminer le rayon de convergence R de cette série
entiere.
3. (a) Rappeler le développement en série entiere de arctan(z).

(b) A partir de son développement en série entiere, calculer la fonction f(x) solution de
I'équation différentielle (E).

Exercice 2 : Soit le réel A tel que 0 < A < 27. On définit la fonction fy 27-périodique de la facon

sulvante
+1 si0O<z <A

Nx){ 1 sia<z<2r
1. Tracer fy sur [—3m,+37].
2. Déterminer la série de Fourier de f).

3. Etudier la convergence de la série de Fourier de fy.

+oo
4. Calculer Z

n=1

sin nA

X (—1)"sinnA

5. Calculer Z

n=1

+00 j
6. En déduire Z(M

n=1

. Discuter en fonction des valeurs de .
n

)2, en utilisant Parceval-Bessel
n



Exercice 3 :

1. Calculer les réels a, b et ¢ tels que Vz € [0, 1], @+ 1>:(L$2 1) == i T+ ggif
1 1
2. Calculer I'intégrale /0 G+ 1)dx.
3 sin(t)

dt en utilisant un changement

3. En déduire la valeur de lintégrale /0 D T D6 =50

de variable.

dt.

. Utsin((1+ ¢t
Exercice 4 : Pour tout réel z, on pose F(x) = / sm(l( _:;2 )2)
0

1. Calculer F'(0). Montrer que F' est impaire et continue sur R.

2. Montrer que F' est dérivable sur tout intervalle [a, 00| avec a > 0.
Pour tout z > 0, exprimer F”'(z) en fonction de x sans intégrale.

3. En utilisant un changement de variable, montrer que pour tout réel  non nul

2z qj
F(x) = %/x Smf” du et retrouver I'expression de F’(x).

4. (a) Ecrire le développement en série entiere de ¢, définie sur R par ¢(z) = sin(2x) — sin(x).

En déduire que g définie par g(x) = ¢(£) siz#0etg(0)= %, admet un développement
en série entiere que 1’on exprimera et dont on donnera le rayon de convergence.

(b) Donner le développement en série entiere de G, primitive de g sur R telle que G(0) = 0.

Quel est le rayon de convergence de cette série entiere?

5. (a) Montrer que 3k € R, Vz € R, F(x)= G(x)+k. En déduire que Vo € R, F(z) = G(x).

(b) Pourquoi F est-elle C* sur IR? Pour tout entier naturel n, donner 'expression de F™(0).
(On pourra distinguer les cas ou n est impair de ceux ou il est pair).



ANNEE : 2008/2009 UNIVERSITE BORDEAUX 1
Controle continu no 1 UE : PNG 301

Date : 18 octobre 2008 Durée : 1h30

Documents non autorisés

Responsable de I'épreuve : M. Olivier

Les trots exercices sont indépendants. L’énoncé comporte une page.

Exercice 1.

Trouver et justifier la nature des séries

, pour 6 € R.

(n+1)Inlnn (=) sin(fn)(Inn)5
7; (n3+3)(Inn)?’ = vn(lnlnn)3’ Z (n?2+2)

Exercice 2. On considere ’équation différentielle
zy"+y +xy=0.
Démontrer qu’il existe une et une seule solution de cette équation différentielle

développable en série entiere autour de x = 0 et telle que y(0) = 1. Calculer le
rayon de convergence de cette série entiere.

Exercice 3.

Calculer les intégrales définies suivantes :

1 w/2

Arct

/ de, / (x 4 1) cos 3z dz.
o l+a? 0

FIN



ANNEE : 2008/2009 DS2
UE : PNG301

Date : samedi 29 novembre 2008 Durée : 1h30

Documents non autorisés

Epreuve de G. Ricotta

Les trois exercices sont indépendants. L’énoncé comporte 1 page.

Exercice 1. Trouver et justifier la nature des intégrales généralisées

V2 (@+2) /Hmsm(?’x)w
o VA @) s 2?+2

Exercice 2. Considérons la fraction rationnelle
5T — 3
R(z)= ———7F———.
() (22 + 3z + 3)?
1. Montrer que R est une fonction continue sur R.
2. Montrer qu’il existe des constantes réelles a et b telles que
2z 43 n b
(2 4+3x+3)2 (224 3z +3)2

vz e R, R(z)=ax

. 2243
3. Trouver toutes les primitives de GTrsr 3z Sur R.

4. Calculer [ (tzH)Q

5. Trouver toutes les primitives de R sur R.

Indication : faire une intégration par parties & partir de [ %

Exercice 3. Soit f: R — R la fonction impaire et 27w-périodique définie par
Ve e [0,7], f(z)==x(r—2x).

1. Tracer l'allure du graphe de f sur [—3m, +37].
2. Déterminer la série de Fourier formelle S(f)(x) de f.

3. Donner les raisons pour lesquelles

Ve [0,7], x(r—=x)=5(f)(z).
4. Montrer que Z @n +1 oy converge et en déduire (& partir des questions précédentes) sa somme.
5. Montrer que > @n +1 —=—5 converge et calculer sa somme.

FIN



Année universitaire : 2008/2009
Session d’automne 2008
UE : PNG301
Epreuve : Mathématiques
Date : 22 décembre 2008 Durée : 3 heures
Documents non autorisés

Responsable de I’épreuve : M. F. Levron

Les six exercices sont indépendants. L’énoncé comporte trois pages.

Dans tous les exercices, In(x) désigne le logarithme népérien de x.

Exercice 1.

. . - o n+1
On considere la série numérique dont le terme général est u,, =

oun > 0.
1. Calculer les sommes partielles de cette série.

2. En déduire la convergence et la valeur de la somme de cette série.

Exercice 2.

1
1. Montrer que, si n tend vers 'infini, v/n? + 1 — n est équivalent & o
n

N

La série D, (Vn? +1—n) est-elle convergente?

La série > - (=1)" (Vn? +1—n) est-elle convergente?

Montrer que, pour tout z réel, sin(nm + x) = (—1)" sin(x).

A

En déduire que la série ), -, sin(mv/n? + 1) est convergente.

Exercice 3.

On considere 1’équation différentielle suivante :

n

n+2 n+1



(1—2%)y =ay+1, y(0)=0.
On cherche la solution y(z) sous la forme d'une série entiere y(z) =", -y ana™.

1. Calculer les quatre premiers coefficients de cette série et déterminer une relation
de récurrence permettant de calculer tous les coefficients.

2. Donner une expression de a,, suivant la parité de n.

3. Quel est le rayon de convergence de cette série entiere?
Arcsin(z)
V1 — 22

5. En déduire, par intégration, le développement en série entiere autour de 0, de
(Arcsin(z))?.

4. Vérifier que y(x) = est la solution de cette équation différentielle.

Exercice 4.
2
On considere la fonction f(z) périodique de période T' = 27 telle que f(z) = x_z
T
six € [—m, .
1. Tracer sommairement le graphe de y = f(z) si € [—-3m, 3.
2. Calculer les coefficients de Fourier de f(x).

3. Expliciter la somme S(f)(z) de la série de Fourier de f(z). Quel est le lien
entre S(f)(z) et f(x)?

4. Déterminer S(f)(0) et S(f)(w). Que peut-on en conclure?

1
5. En utilisant cette série de Fourier, calculer ) -, —.
=t n
Exercice 5.
In(z
On considere l'intégrale généralisée I = fol (z) dx.

V1—2x

Le but est de montrer que cette intégrale converge et de calculer sa valeur. Soit

B In(z)
f(x) = Vi

Donner une primitive de In(x).
Déterminer un nombre a €]0, 1] tel que |f(x)| < 2|In(z)| si z €0, al.
Déterminer un nombre b €]0, 1] tel que |f(x)| <21 —x siz € b, 1].

En déduire que 'intégrale converge.

ANl o A

Calculer I en effectuant le changement de variable u = /1 — x.



Exercice 6.

L e—(1+t2)x2 . ,
Soit f(z) = [, BT dt et soit g(z) = [ e”" dt, out = est réel.

1. Montrer que les fonctions f et g sont définies et continues sur I’ensemble des
réels.

2. Calculer f(0) et lim, 1o f(2).

3. Montrer que f(x) est dérivable et calculer f’(x) en fonction de g(x) et ¢'(x).
4. En déduire une expression de f(x) en fonction de g(z).
5

En déduire la valeur de fooo et dt.

FIN
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Probléme

Premiere partie

1. Montrer que les séries

S0 () e M1

nn! )

convergent. On note C) et Cy les sommes des séries (1) et (2) respectivement.

2. Donner le développement en serie entiére de la fonction e™* et préciser le rayon de
convergence.

3. Enoncer le théoreme d’intégration des séries entieres.

4. Appliquer ce théoreme pour montrer que

2 ,—
/e—dx:1n2+02—01. (%)
1

X

5. Montrer que la fonction F' définie sur R par

T

est dérivable sur R et donner, pour tout ¢ € R, I'expression explicite de F”(t).
6. Donner les valeurs exactes de F'(0) et F”(0).

7. Développer la fonction F’ en série entiere et préciser le rayon de convergence.
8. En déduire le développement en série entiere de la fonction F'.

9. Retrouver 'égalité

2 ,—T
/ C dr=12+Cy— O (%)
1 xXr

Deuxieme partie



10. Montrer que, pour Re(p) > 0, l'intégrale

0 o2t _ ot

[
0 t

converge.

11. On rappelle que la fonction F' est définie sur R par 12

10 que les fonctions ¢ et ¢ définies par

F'(t) £>0 F(t), t>0
(b(t):{ (g),t<0 ’ Wt):{ ((),>t<0

e—tz

T

dx. Déduire de la question

admettent la transformation de Laplace. B
12. On note ¢ la transformée de Laplace de ¢ et v la transformée de Laplace de ¢. En
sachant que, pour t # 0, ¢'(t) = ¢(t), montrer ’égalité

pU(p) = ¢(p) + In2.

13. En déduire (en utilisant la formule @ + [5 ¢(x)dx) que, pour t > 0,

t 6—2:0 —e 2
F(t) = n2 +/ T e )
0 X

14. Retrouver 'égalité
2 ,—x
/ C dr=m2+C—C (%)
1 x

Exercice
Soit f la fonction 27-péridique définie par

1 si z€(0,n]
-1 si x €[-m0]

1. Construire le graphe de f sur [—m, 7).
2. On note S(f) la série de Fourier de f. Donner la valeur de S(f)(x) pour z € R.
3. Evaluer la somme de la série

& 1

ok + 1
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SEMESTRES 3 ET 5 .CONTROLE CONTINU IG "“

1 Licence

Baréme indicatif sur 25 : -1-(6) ; -1I-(7) ; -11I-(4) ; -IV~(8)

Etudier la nature de chacune des séries suivantes :

) Tamsinl) o2 T (DT L ¥ e (L),

n=1 n=0 n n=>1

1

On considére la série Y. )
n.(n+1)

n=1
-1) Justifier briévement mais avec précision, la convergence de cette série.
n

-2) Pour tout entier n de N*, onnote S, = Z
k=1

sous la forme %Jr k% puis calculer S, en fonctionde n .

— 1 lasomme partielle d'ordre n de cette série.
k.(k+1)

Décomposer 1
k.(k+1)

-3) En déduire la somme de la série étudiée.

La décomposition obtenue ci-dessus pourra étre utile dans cet exercice.

1
2 3 .
Calculer chacune des deux intégrales 1= Jr I _ dx etJ= ‘r __sin() g
0

1 X.(x+1) cos(t).(1+cos(t))

-1) Pour chacune des fonctions f et g définies ci-dessous, donner son développement en série

entiére et préciser le rayon de convergence de la série obtenue.
fix)= L et gx)= L
(x) Tx g(x)

-2) On considére la fonction h définie par h(x) =__ xt2
(1+x)(1-2x)

-a- Montrer que 1'on peut décomposer h(x) sous la forme h(x) = a.f(x) + b.g(x) (ou a et b sont réels) .

-b- En déduire le développement en série entiere de h(x), son rayon de convergence et donner

n
en fonction de I'entier n la valeur de h( )(O).

PNG301 DSI
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Pole Licence

Bareéme indicatif sur 25 : I =5, 11=10, I1I1=10

Exercice 1
Le but est de calculer les intégrales I= L_Hw f(t)dt et J=IIO f(t)dt, ou f(t)= "

1
t+H Wt

1) Montrer que I et J convergent.

2) Calculer I et J.

3) En déduire [ T” ft)dt.

Exercice 2

Soit f(x) la fonction paire et 2n-périodique telle que f(x)=% -x si xe[0,m].
1) Représenter graphiquement y=f(x) sur I’intervalle [-2m,+27].

2) Calculer les coefficients de Fourier de f(x).

3) En déduire la série de Fourier F(x) de f(x).

4) Comparer F(x) et f(x).

5) Calculer F(r). En déduire la somme de la série z .2n +1 K

Exercice 3

Le but est de calculer I’intégrale F(x)= J. f(t,x)dt, ou f(t,x)= 1 ( t) ,oux>1.
1) Soit x>1 et soit g(t)=t* '-1-(x-1)In(t). Montrer que g(t)>0 si te]0,1].
2) En déduire que 0<f(t,x)<x-1 si x>1 et te]0,1[.

3) Montrer que , si x>1, I’intégrale F(x) converge et que la fonction F(x) est continue
pour x>1.

4) Montrer que F(x) est dérivable et calculer sa dérivée.

5) Calculer F(1) et en déduire la valeur de F(x).

1/1




