MPSI - Devoir surveillé de Mathématiques n°7 (correction)

EXERCICE 1

1. Ilsuffirade montrer que ((1,2,0,-3),(0,1,-2,1),(1,2,1,-2),(~1,0,-5,5)) estune base de R* (en effet, d’apres
le cours, il existe une unique application linéaire définie par ses images sur une base).

1 2 0 -3 12 0 -3
01 -2 1|_ o1 -2 1 Ly —L3—1,
11 2 1 —2|7%loo 1 1 Ly —Ly+ 1L,
10 -5 5 02 -5 2
12 0 -3
01 -2 1
=18l 0 1 1 (Lg — Ly —2Ly)
00 -1 0
12 0 -3
01 -2 1
=rg 00 1 1 (Lg — Lg+ L3)
0 0 1
=4,

Le rang de cette famille est 4, son cardinal est 4 aussi, et la dimension de R* est 4. On en déduit qu'il s’agit
bien d'une base.

2. Soit (a, b, c,d) € R*. On cherche x, ¥, 2, teRtels que:
x(1,2,0,-3)+y(0,1,-2,1) + z(1,2,1,-2) + £(—1,0,-5,5) = (a, b, ¢, d).

On obtient le systeme :

X + zZ—- t=a X + z- 1= a
2x + y + 2z =b o | y + 2t = b-2a (L2<—L2—2L1)
-2y + z-5t=c -2y +z-5t= ¢ \Ly—Lsy+3L
-3x + y -2z +5t=d Yy +z+2t=d+3a
X + z— t= a
o 4 y+ 2t = b-2a (L3<—L3+2L2)
z— t=c+2b—4a Ly—Ly—Lp
z = ba—-b+d
X = 5a—-2b-c
y = =20a+7b+2c-2d
o K .
z = 5a-b+d
r = 9a-3b—-c+d

On en déduit que

f(a,b,c,d)=x(1,2,-1,4) + y(1,5,0,1) + 2(0,—3,—1,3) + £(0, -6, -2, 6)
=(-15a+5b+c—-2d,-159a+52b+14c—19d,-28a+9b+3c—3d,69a—22b—8c+7d)
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3. Im(f) =Vect((1,2,-1,4),(1,5,0,1),(0,-3,-1,3),(0,—6,-2,6)) (car ce sont les images d'une base).

On remarque que (0,-6,-2,6) =2(0,-3,-1,3) et (1,5,0,1) = (1,2,—-1,4) - (0, -3, -1, 3) donc ces deux vecteurs
sont combinaison linéaire des autres deux. on en déduit que Im(f) = Vect ((1, 2,—-1,4);(0,-3,-1, 3)) de plus
les deux vecteurs restants sont non colinéaires, donc ils forment une base de Im(f) qui a donc dimension
2. D’apres le théoréme du rang, on en déduit que Ker(f) est de dimension 2. On veut résoudre le systeme

suivant :

-15 5 1 -2\ (x -15 5 1 -2\ (x
=159 52 14 -19||y|_ -9 2 4 1 vl _
28 9 3 -=3||z|7® ® [ 2 -1 1 1]|z[7°
69 -22 -8 7 t 9 -2 -4 -1)\t
2 -1 1 1 X 2 -1 1 1

- -9 2 4 1 y 0 o 0 -5 17 11
-15 5 1 =2||z|" 0 -5 17 11
0 0O 0 O t 0O 0 0 O
2x - y+ z+ t=0 x:gz+35t

< < 17 11

-5y 4+ 17z + 11t = 0 y=Hz+41

On en déduit que Ker(f) = Vect((6,17,5,0),(3,11,0,5)).

4. f n’estni injective, ni surjective, ni bijective.

EXERCICE 2

1. L'équation homogene est :
(1+x%)y' =3xy=0 (Ep)

comme 1 + x? > 0 pour tout x € R, cette équation est aussi équivalente 2 :

/_ :0 E/
y=17x? (En)

O =-3——.
n pose a(x) 152

3
On prend une primitive : A(x) = -3 In(1 + x2).

On en déduit que la solution générale de I'équation homogeéne est de la forme

yg(x)|= A,e%ln(lﬂcz) = A1+ x2)3/2.

2. On cherche une solution particuliere de la forme yp(x) = Ax> + Bx?> + Cx+ D.
On a donc y)(x) =3Ax*+2Bx+C.

En remplacantona:
(14 x%)(3Ax*> +2Bx+C) —3x(Ax*+Bx*+Cx+D) =1

On développe et on identifie pour obtenir le systeme :

_B:O B:O

3A - 2C =0 D=0
2=

2B — 3D =0 C =1

C =1 A:%



On a donc trouvé une solution particuliere de la forme :

2 3
yp(x) = gx + Xx.

On peut conclure que toutes les solutions de I'équation différentielle donnée sont de la forme :

2
y(x) = §x3 +x+A0+x2%2.] 1eR)

3. Auvoisinage de tooona:

2
11372
3
=x"|1+—
x2)
3(,,3. 1,311 1 (1))
:x —_—— L — e — s — e 0_
2 x2 2 2 2 x4 x4

3 3
=X +§x+0(1).

2 3
4. Auvoisinage de +ooona: y(x) = gxs +x+A (x3 + Ex + 0(1)). On fait une disjonction de cas:
e Sil= —% ona: y(x) =o0(1) donc y(x) — 0.
e Sid#2onay(x) ~(5+1)x®— +oo.
On en déduit que g est 'unique solution admettant une limite finie en +oo.

5. g est dérivable sur R par somme de fonctions dérivables. On a :

2
VxeR, g’(x):2x2+1—(1+x2)1’2-2x:2x2+1—2x\/1+x2:(\/1+x2—x) > 0.

On en déduit que g est strictement croissante sur tout R.

De plus, on a : xlir+n g(x) =0 (vu a la question précédente) et xlim g(x) = —oo (somme de deux limites,
—+00 ——00
chacune égale a —c0).



PROBLEME 1

Partie |
1.
2 -1 1 2 -1 1
rgl 0 1 1|=rglo 1 1| z—2L3+L)
-1 1 1 0 13
2 -1 1
=rg 0 1 1 (L3<—L3—L2)
0
-]
2. Aestinversible car son rang est maximal (3).
2 -1 1|1 0 O 2 -1 111 00
0 1 1/010|=]0 1 1l01 0| (Us—2I3+L)
-1 1 1{0 0 1 0 1 3|1 0 2
2 -1 1|1 0 0 1 —1/2 1/2|1/2 0 0
-0 1 1/0 1 0 |Us—I3-L,) — |0 1 1|0 1 o (?:}gél)
0 0 21 -1 2 0 0 1 |1/2 -1/2 1 3 3
1 -1/2 1/2| 1/72 0 0
—lo0o 1 o0 |-1/2 32 -1| Uy—Ly—Ly)
0 0 1 |1/2 -1/2 1
1 00 0 1 -1
-1 01 0[-1/2 3/2 =-1| (@Ly—L +1/2L,—1/2L3)
00 1| 1/2 -1/2 1
0 1 -1
On en déduit que A~ = —% % —1| (faire la vérification!).
1 1
z "z 1
3. En développant suivant la ligne 2 :

2 1| |2 -1
det(A):'_l 1‘—‘_1 1':3—1:

2 -1 1)\ (x 2x—-y+z
0 1 1|ly]= y+z
-1 1 1)\z -X+y+z

On en déduit que f(x,y,2) =2x—y+z,y+2,—x+y+2).

5. det(A) # 0 donc f bijective (donc injective et surjective) donc Ker(f) = {0} et Im(f) = RS.

Partie 2
011 110
6. rg|l 1 O|l=rg|0 1 1|=3.
0 01 0 01

2 est une famille de trois éléments, de rang 3 dans un espace vectoriel de dimension 3. On en déduit que
2B est une base de R3.



10.

11.

12.
13.

15.

2 -1 1\/0 0
Ona:f(bl): 0 1 1 1]=12 :2191.
-1 1 1J\1 2

De la méme maniere, on montre que f (b)) = b, et f(bs) = by + bs.

2 00
On en déduit que Matg(f) =0 1 1]/
0 01
010
OnaP:@cg_,gg: 1 1 0].
1 01

-1

1 0
P =Py =P '=|1 0 0.
1

1 -1
Onsaitque A=Po_zTPz ..
Donc A=PTP'.

Partie 3

0 0
T=D+ NavecD = 1 0].
01

(B ]

NO=].N'=N.N?2=0.Vk=2, N =0 (récurrence immédiate).

On vérifie que D et N commutent donc on peut appliquer la formule du binbme de Newton :

n
n_ n_ n k n—k
T"=(D+ N) —kgzo(k)N D

"\ NOD" + (”) Nlp"1
0 1

2" 0 0

Il
(=]
—

S

(=]

+

S
oS O O
oS O O
S = O

A =

=)
O = =
-0 O
\)
S
o - O
- S O
—_—
|
ek
[ i ]
— o O




Partie 4

16. On remarque facilement que X1 = AXj,.

17. Par récurrence facile on obtient X;, = A" Xy.

n+1 -n n\(l1 n+1
18. X, =|n+1-2" 2"—n n||0|=|n+1-2"].
1-2" 2"—-1 1)J\0 1-2"

PROBLEME 2

Partie 1
f est dérivable par somme de fonctions dérivables, et on a, pour tout x €]0, +o0,

1 x-1
!
X=1-—="—,
f(x) . .
On en déduit le tableau de variations suivant :
X 0 1 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
1 1

2. On remarque que lirr(l) f(x) = +o0, on en déduit que la courbe possede une asymptote verticale (a gauche de
X—
la courbe) d’équation x = 0.

Ona: hm f(x) +oo et lnPOOm

que la courbe possede une branche parabolique en +o0, de dlrectlon la dr01te d’equatlon y=X.

= 1. On calcule alors hm f(x) X = llm —In(x) = —oo. On en déduit

3

f fode= [3— tin(t)+1¢

1

9 1
=--3In3)+3-=-+0-1

2 2
=16-3In(3).

4. (a) Onremarque que f est continue et strictement décroissante sur ]0, 1[, et f(]0,1[) =]1,+oo[. On en dé-
duit (d’apres le théoréme de la bijection monotone) que f induit une bijection de ]0,1[ dans |1, +ool.
Or, 2 €]1, +00o[ donc 2 possede un unique antécédent par f dans ]0,1[.
De méme, f est continue et strictement croissante sur |1, +oo[, donc induit une bijection de |1, +oo|
dans ]1, +ool. Par conséquent, 2 possede un unique antécédent par f dans]1,+ool.
(b) Ona f(2) =2-1In(2) = 1,3 et f(4) =4 —1In(4) = 2,6 donc on en déduit (théoreme des valeurs intermé-
diaires, plus unicité déja prouvée) que b € [2,4].

Partie 2



5. Onauy=4etVneN, u,,1 =In(u,) +2.
On considere la fonction définie sur ]0, +ool par ¢(x) = In(x) + 2.
On sait que f(b) = 2, c’est-a-dire b —In(b) = 2 ou encore In(b) + 2 = b. On en déduit que b est un point fixe
de ¢.
@ est continue et strictement croissante. On a ¢ (b) = b et xlirllm¢(x) = +00. On en déduit que Vx € [b, +ool,
@p(x) € [b,+o0ol. Donc [b, +oo[ est un invervalle stable pour ¢. Par conséquent, pour tout n € N, u, € [b, +ool.

6. @ est strictement croissante que [b, +oo[. On en déduit, d’apres le cours, que (u,) est une suite monotone.
On considere la fonction g définie sur ]0, +ool par g(x) = ¢(x) — x.

On a g(x) =In(x) +2-x = —(f(x)) + 2. Or, on sait que pour tout x €]b,+ool, f(x) > 2 (voir le tableau de
variations de f, sachant que f(b) = 2). On en déduit que Vx €]b, +oo|, g(x) < 0. Par conséquent, pour tout
neN, u,4+1 < u, etdonc (u,) est décroissante.

7. Ona: (u,) est décroissante et minorée, donc elle converge vers une limite ¢ telle que ¢ (¢) = ¢.
Ona:px)=x < x-In(x)=2 < x=b (seul point fixe de ¢ dans [b, +oo|).

On conclut que (u,) converge vers b.

Partie 3

1
8. La fonction & : t — —— est définie et continue sur ]0,+oo[ (car f ne s’annule pas sur cet intervalle et f

f@

continue).
On en déduit que h admet une primitive H, de classe €1 sur 0, +ool.
Ona:Vxe€l0,+oo[, ®(x) = H2x) — H(x).
® est de classe € par somme et composition de fonctions de classe €1 et Vx€]0,+o0],
@' (x)=2F (2x) - F' (%)
1 1
f2x) fx
3 2 1
- 2x-In(2x) x-In(x)
_2(x- Inx) -2x+1In(2x)
T 2x-InC2x)(x—Inx)
B In(2x) —2In(x)
- (x—In(x)2x - In(2x))
B In(2) +In(x) — 2In(x)
"~ (x-In(x)2x —-1n(2x))
In(2) —In(x)
(x-In(x))2x—1In(2x)).

=2

9. On a In(2) —In(x) = 0 si, et seulement si, In(2) = In(x), ssi 2 = x. D’autre part, x —In(x) et 2x — In(2x) sont
toujours positives. On en déduit le tableau de variations de @ :

X 0 2 +00

@' (x) + 0 -

0 /\




10. On sait que Vx €]0, +ool, f(x) = 1. On en déduit, pour tout x €]0, +oo[, —— < 1.

D’autre part, —— est toujours positive (par positivité de f).

f(x)

On adonc

2x 1 2x
Osf ——dt < dt
X f(x) X

etdonc0<d(x) < x.

11. (a) Grace au théoreme des gendarmes, on a }Ci_r% ®(x) = 0. On en déduit qu’'on peut prolonger ® par conti-
nuité en 0 en posant ®(0) = 0.
In(2) —In(x) In(x)
(x—In(x))2x —1In(2x)) o In(x)In(2x)

(b) @'(x) =

On en déduit que lim @' (x) = lim =0.
x—0 x—0 1n(2x)

(c) ® est continue sur [0, +oo[ et dérivable sur ]0, +oo[. On peut donc appliquer le théoreme de la limite de
la dérivée pour en déduire que @ est dérivable en 0 et ®’(0) = 0.

12. Léquation de la tangente en 0 est : y = ®'(0) x+®(0) c’est-a-dire y = 0. (on a donc une tangente horizontale).

1.4

= (2,1.1)
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