MPSI - Devoir surveillé de Mathématiques n°4 Concours Blanc 1 -
19/12/2024
(4h00, calculatrices interdites)

Consignes : La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des rai-
sonnements entreront pour une part importante dans lUappréciation des copies. Pensez a encadrer ou souligner vos
résultats. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Le devoir comporte 4 pages. Il est composé de 3 exercices indépendants et deux problemes, qui peuvent étre traités
dans lUordre souhaité.

Traitez chaque probléme sur une (ou plusieurs) feuille a part!

EXERCICE 1
. . Z2+1 z2.Z2+z |zPPz+zZ |z*+1 lzl2-1
1. Soitze C*. f(z) = = T 5— = 5—Re(2) +1i >—Im(z) donc
| 22| | z| | z| | z|
217 +1 |2? —

Re(f(2)) = P -Re(2) Im (f(2)) = P -Im(z)

(ou bien, en posant z=a+ib: Re(f(2)) = @b+l aetlm(z) = a@+b-1 b)
e B ' a2+ b2 a2+ b2
2. f(2) eRsi, et seulementsi, [z] =1 oulIm(z) =0
f(2) € iR si, et seulement si, Re(z) =0
3. Soit z € C* tel que f(z) =2cos(f). Alors f(z) est réel, donc on sait d’apres la question précédente que |z| = 1
oulm(z) =0.

On fait une disjonction de cas :

e Silm(z) =0, on en déduit que a+% = 2cos(). Cette équation équivaut a I'équation : a>—2cos(@)a+1 =
0 dontle discriminant est A = 4 (cos*(6) — 1) < 0.Si 6 # 0 [n] 'équation n’a donc pas de solutions réelles.
Sif =0 [x] les solutions sonta=1eta=—1.

e Si|z|=1alorsil existe p € R* et & € R tels que z = pe'®.

Léquation devient e!® + e~'% = 2 cos(f)
Ou encore 2cos(a) =2cos(0) donc a =60 [27] ou a = -0 [27]

On peut donc conclure que f(z) = 2cos(0) si, et seulement si, avec’ a=0[27] ‘ou’ = -0 [27] |(cela
marche aussi dans le cas ou 6 = 0 [27])

I

T_ \/gel%”

) . . . , 2 2 .
4. (a) j2 _1|=ef3T_1=¢l5™ (elé” - e"%”) = e’§”(2i) sin(gn) = 2sin(§n) e

b) fle)=2j < z*-2jz+1=0.
Le discriminant de cette équation est A =4 (j* — 1), donc une racine carrée de A est s = 2V/3ei 127,

2j+s 2j—s
J etz = J

donc les solutions sont : z; =

.4 j L . 4 j L
ouencore |z = j+ V3e' 27 |et| z, = j — V3e' 12"




EXERCICE 2

1.

y +2y=4e" (E)

On résout d’abord I'équation homogene : y'+2y=0 (Eg).

La solution générale de (E,) est de la forme : y(x) = le™2* (avec A € R).

On utilise ensuite la méthode de la variation de la constante pour déterminer les solutions de (E).
On pose y(x) = A(x)e >*. On dérive : y'(x) = A (x)e"2* —2A(x)e 2.

On remplace dans (E) et on obtient :

Ne™ —20e™* +21e ™ =4e* o A =4e™

4eSx

On peut prendre une primitive de A’ de la forme : 1(x) =

4

3 e* et donc les solutions de (E) sont les

Donc on conclut que une solution particuliére de (E) est : yp(x) =
4
3

fonctions de la forme :| y(x) = —e* + Ke™?*| (KeR)

y"' =5y +6=(2x* —4x+1)e” (E).

On résout d’abord I'équation homogene : y" —5y' +6y =0 (E}). Le discriminant de I'équation caractéris-
tique est égal a 1 donc on a deux solutions : 2 et 3. La solution générale de I'équation homogene est donc de
la forme :

Ve =Ae* +pue®™ | (AueR

On cherche une solution particuliere de (E) de la forme y(x) = u(x)e*. On dérive deux fois : y'(x) = e*(u+u')
et y"(x)=e*(u" +2u' + u).

On remplace dans (E) et on obtient :

AW +2u +u)—-5e(u+u)+6ue*=2x°—4x+1)e* o u'-3u+2u=2x*>—-4x+1 (%)

On cherche u polynome de second degré donc on pose u(x) = Ax?>+ Bx + C, u/(x) = 2Ax+ B et u"(x) = 2A.

On remplace dans (*) et on obtient :

2A—6Ax—3B+2Ax*+2Bx+2C=2x>—4x+1

Par identification on obtient le systeme :

2A = 2 A=1
- 6A+ 2B =-4 o B =1
2A -3B +2C = 1 Cc =1

On en déduit que u(x) = x* + x+ 1 et y(x) = (x* + x + 1) e est une solution particuliére de (E).

On conclut que les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme :

yx) = (P +x+ e+ e +pue®*| (A, eR?

y'—4y'+4y="7sinx—cosx (E)

On résout d’abord I’équation homogene : y’ —4y'+4y =0 (Ep). Le discriminant de 1'équation caractéris-
tique est égal a 0 donc on a une unique solution : 2.



La solution générale de I'équation homogene est donc de la forme : | yg(x) = e Ax+ W A e R2.

On cherche une solution de la forme : y(x) = Acos(x) + Bsin(x). On dérive deux fois : y'(x) = — Asin(x) +
Bcos(x), y''(x) = — Acos(x) — Bsin(x).

On remplace dans (E) :

— Acosx—Bsinx+4Asinx—4Bcosx+4Acosx+4Bsinx =7sinx—cosx
< (-A—-4B+4A)cosx+(—B+4A+4B)sinx =7sinx—cosx

On obtient le systeme

Il
—

{3A—4B:—1 {A
=
3B +4A = 7 B

Il
—

Donc yp(x) = cos(x) + sin(x) est une solution particuliere de (E).

On en déduit que toutes les solutions de (E) sont les fonctions de la forme :

y(x) = cos(x) + sin(x) + e** (Ax + ) (A, 1) €R?)

EXERCICE 3

Pour tout x € [0,37], on pose f(x) = x + sin(x).
f estune fonction dérivable, par somme de fonctions dérivables, et

Vxe[0,3n], f'(x)=1+cos(x)=0

donc f est croissante sur [0, 37].

De plus, f(0) =0et f(37) = 3.

Pour tout x € [0, 3], on calcule g(x) = f(x) — x = sin(x).
On a donc le tableau suivant

X 0 T 27 3
3n
Zn/
f o
, /
gx) 0 + 0 - 0 + 0

On peut maintenant étudier la nature de la suite (u,), suivant la valeur de u :
* Si up €]0,7[. On remarque que ]0, [ est un intervalle stable et que f y est croissante donc (u#,) monotone.
De plus, pour x €]0, [, g(x) > 0 donc (u,) est une suite strictement croissante et majorée (par ).
On en déduit que (u,;) converge vers une limite ¢ € [0, 7].

Par continuité de f, on sait que ¢ est un point fixe de f, donc ¢ € {0, }. De plus, pour tout n € N* 0 < 1y < uy,.
En passant a la limite on obtient £ = 1y > 0 donc on conclut que ¢ = 7.

Si uy €]0, [ alors (u,) converge et HIP Uy =T.
n—+oo



e Siuyg€lr,2n[. On remarque que 7,27 est un intervalle stable et que f y est croissante donc (u,) monotone.
De plus, pour x €], 27|, g(x) <0 donc (u,) est une suite strictement décroissante et minorée (par 7).

On en déduit que (u,) converge vers une limite ¢ € [, 27].

Par continuité de f, on sait que ¢ est un point fixe de f, donc ¢ € {rx,2r}. De plus, pour tout n € N*,
Un < Uy < 27. En passant a la limite on obtient ¢ < uy < 27 donc on conclut que ¢ = 7.

Si up €]m, 2x[ alors (1) converge et 11111 Uy =TT
n—+oo
* Si uy €]27,3n[. On remarque que ]2m,37[ est un intervalle stable et que f y est croissante donc (u;) mo-

notone. De plus, pour x €]27,37[, g(x) > 0 donc (u,) est une suite strictement croissante et majorée (par
3m).

On en déduit que (u,) converge vers une limite ¢ € [27,37].

Par continuité de f, on sait que ¢ est un point fixe de f, donc ¢ € {27,37x}. De plus, pour tout n € N*,
21 < Uy < un. En passant a la limite on obtient ¢ = uy > 27 donc on conclut que ¢ = 3.

Si uy €]2m,3n[ alors (u,) converge et nlirP U, = 3m.
—T00

e Enfin, si yj € {0, 71,27, 37}, alors la suite (u,) est constante, donc convergente et nliIP U, = Ug.
—T+00

PROBLEME 1
Partie I

1. Lafonction x — 1+ x? est continue et dérivable sur R* et ne s’annule jamais. La fonction In est continue est
dérivable sur R} . Donc par quotient de fonctions continues et dérivables dont le dénominateur ne s’annule
jamais, f est continue et dérivable sur R} .

2. Pourx>0ona .
+(1+x%) —In(x) - 2x _ 1+ x*-2x*In(x)
(1+ x2)2  x(1+x?)2
Le dénominateur étant toujours positif (pour x > 0), on en déduit que f’ est du méme signe que g.

flx) =

3. (a) g estune fonction dérivable par sommes et produits de fonctions dérivables, et
1
Vx>0, g'(x)=2x-4xlnx—-2x*—=—4xIn(x)
X

Onendéduitque g' <0 < x€]l,+ool.
g est donc croissante sur 0, 1[ et décroissante sur |1, +oo].
Onalimg(x)=1,g()=2et lim g(x)=—ooc.

x—0 X—+00

X 0 1 a +00
gl + O —
2
\
¢ 1 / 0— | oo

(b) g est toujours strictement positive sur ]0,1] donc elle ne s’y annule pas. D’autre part, comme g est
continue et strictement monotone sur [1,+oo[, le théoréeme de la bijection monotone nous permet
d’en déduire que g induit une bijection de [1,+o0o[ dans | — oo, 2]. En particulier, 0 posséde un unique
antécédent par g. C'est-a-dire, il existe un unique «a € [1, +oo[ (c R}) tel que g(a) = 0.



(c) g(2) =5-8In(2). Comme In(2) > 0,69 on a 8In2 > 5,52 donc g(2) < 0 donc d’apres le théoréeme des
valeurs intermédiaires (comme g continue et g(1) > 0), a €]1,2].

|
(d) D’'une part, f(a) = %, d’autre part g(a) =0, c’est-a-dire 1 + a? =2a?Ina. On en déduit que f(a) =
a
1
2a2°

4. On sait que f’ ale méme signe que g, on en déduit le tableau de variation de f.

X 0 a +00
f/ + 0 —
f(a)
f
—0 0

lim f(x) = —oocar limIn(x) = —coetlim1 + x*=1.
x—0 x—0 x—0

lirP f(x) =0 par croissances comparées.
X—+00

On en déduit que f posséde une asymptote verticale en 0, d’équation x = 0 et une asymptote horizontale
en +oo, d'équation y = 0.

, doncl’équation de la tangente a ¢ au point d’abscisse 1 est y = f'(1)(x—1)+ f(1),

Partie I1

7. (a) On sait que f est continue sur R}, donc elle admet une primitive G de classe ¢'. Mais alors F : x —
G(x) — G(1) est une fonction de classe ¢! par somme de fonctions 6!, donc continue et dérivable.
In(x)
1+x2
(b) On remarque que f(1) =0 et f(x) <0 pour tout x €]0,1[ et f(x) = 0 pour tout x € [1,+oo[. Comme le
signe de F’ est égal au signe de f on en déduit les variations de F : décroissante sur ]0, 1[ puis croissante.
De plus, F(1) =0, donc on en déduit que F est toujours positive sur R} .

Vx>0, F(x)=Gx)=f(x)=




arctan(x) — arctan(0)

(@) Onreconnait que 0 est le taux d’accroissement de la fonction arctan en 0.
x —
. arctan(x) — arctan(0) , ,
Donc lim = arctan'(0) =1 (rappel : arctan’(x) = )
x—0 x—-0 1+x2
. . arctan(x) . arctan(x) — arctan(0) .
Donc lim ¢(x) = lim ———— = lim = 1. Donc on peut prolonger ¢ par conti-

. x—0* x—0% X x—0*t x—0
nuité en 0, en posant ¢(0) = 1.

(b) Pour x>0o0ona

F(x) :f In(#) x dr = [In(?) x arctan(t)])f—f % x arctan(t) d¢
1 1

1+ 12

X
=@(x) xxxln(x)—f p(r)dt
1

(c) lirr(l) px)xIn(x) = lin(l)xln(x) = 0 par croissances comparées. Et comme ¢ est continue sur [0, 1] alors
X— X—

X

1
elle y admet une primitive, donc 1ir% - | e®dt= f @(t)dt. On peut donc prolonger par continuité
x— 0

1
1

F en 0 en posant F(0) = f @(1)dt.
0
(d)

— X 1
lim £ - FO = lim 1 X ((p(x)xln(x)—f (p(t)dt—f (p(t)dt)
1 0

x—0" X x—0t X

= lim i (p(0)xIn(x) - ®(x) + ©(1) - (1) + D(0))

x—0
ol on a noté ® une primitive de ¢ (P est donc de classe € L sur R*). Mais alors lirél ®d(x) = ®(0) donc
x—0"
. F(x)-F(0) .
im ——— = lim
x—0% X x—0* X

On en déduit que F n’est pas dérivable en 0 et que sa courbe représentative admet une tangente verti-
cale au point d’abscisse 0.

*In()p(x) _ lim In(x) = ~oco.

du

(@) On faitle changement de variable u = % (du = —% dt = —-u?dtdoncdt = ——2)
u

F(x):/ f(pdt
1
1/x 1 du

-|r)HE)
_f”x In(1/u) (_%)
B 1 1+# u?
_fl/x (—ln(u))u2 (_%)
N u?+1 u?

1/x

= fu)dt

1

(b) lim F(x)= lim F(l) = F(0).
X—+00 X

X—+00
On en déduit que la courbe représentative de F posséde une asymptote horizontale en +oo d’équation
y = F(0).



(c) OnaF(1)=0et F'(1) = f(1) = 0 donc on aura une tangente horizontale au point d’abscisse 1.
8 p

(d)
2
‘_l..r I - T, S awtmegm e g wmm— . ——
TROJM” o
b7 1 2 3 4 5 6 7 8
-1




PROBLEME 2

A. Etude d’une fonction

(1) Onremarque tout d’abord que R* est symétrique par rapport a l'origine.

Pour tout x € R* on a . ) .
fl=x)= —x-sh(——) =-X- (—sh(—)) = xsh(—)
X X X

(car sh est une fonction impaire). Donc f est paire.

2) (a)

1 1 1 eX—eX eX-1 eX-1 1 1
lim x-sh(—) = lim —sh(X)= lim —-—— = lim + :—+—:
X—+00 X X—0t X X—0t X 2 X—0t 2X -2X 2 2
e . ev =1
(on utilise lim =1).
x—0 X

De méme, xlirp f(x) =1|(car f paire).

f possede donc une asymptote horizontale (en +o0) d’équation y = 1.
X _ ,-X

) 1 . 1 ] et —e . ,
. —_— —_— —_— f— _— + .
(b) th{)l+ X sh( ) = ler sh(X) = hrP — (par croissances comparées)

Comme f est paire, on aura aussi lirgl f(x) =+o0|
x—07

f posséde donc une asymptote verticale d’équation x = 0.
(3) f estdérivable sur R* par produit et composition de fonctions dérivables. De plus

wxer, gz rran(2) (-2)=on(2) - Len(?)

1
X x x)] x
sh (1
= M—l xch(l) = (th(l)—l) xch(l).
ch(i) «x x x] x x
(4) Pour tout x > 0 on pose g(x) = th(x) — x. g est dérivable par somme de fonctions dérivables et

1 1= 1-ch?x)
ch?(x) ch?(x)

Vx>0, g'x)=

Or Vx e R}, ch?(x) > 1, donc on en déduit que Vx € R, g'(x) <0, donc g est strictement décroissante sur
R’ . Enfin, comme g(0) =0, on en déduit que Vx >0, g(x) <0, c’est-a-dire, th(x) < x.

X —00 0 +00
fl(x) + —
+00 | +00
5) 1 1

1
li —|=1 X)=1 1 inuité F F0)=1
6) lim f ( x) X 111100 f(X) =1, donc on peut prolonger par continuité F en 0 en posant

x—0%
F est dérivable sur R* par composition de fonctions dérivables sur R*.

B. Une équation différentielle



(6) Sur 0, +oo[ (ou] —o0,0[) I'’équation (E) est équivalente a I'équation

1 ch(x)
E' "y —y= )
E) y xy X

La solution générale de I'’équation homogene sur 0, +oo[ est

A
yn(x) = Ae 0l = jemInx = ~| (eR).

A
On applique la méthode de la variation de la constante : on pose y(x) = %, donc on a

1 1
y/(x) =A(x)- (—;) +A(x)- ;

puis on remplace dans (E') :

Ax) AMx) 1 Alx) chx)
+ - ="

5 A (x) = ch(x)
X X X X X

sh(x)
On peut al [A(x) =sh(x) | bteni = t donc la solution générale de I'équati
(Er)l petu alors poser | A(x) = sh(x) | pour obtenir y,(x) . et donc la solution générale de I'équation
es

3 sh(x) + K3

y(X) KieR

h(x) + K
@y = DO+ K

(8) Soit G une solution de (E) définie sur tout R. Alors G doit étre continue et dérivable sur R et de plus il doit
exister deux constantes K, K’ telles que

KZER

sh(x)+ K sh(x) + K’
Vx>0, Gx)= T, et Vx<0, Gx)=—.

Pour que G soit continue en 0 il faut en particulier qu’elle ait une limite finie en 0, et il est évident que
sh(x) +K
m _—

x—0% X

existe finie si et seulement si K = 0. On en déduit K = K’ = 0 donc

sh(x)
Vx#0, G(x)= — = F(x)

puis on prolonge par continuité G en posant G(0) = 1 = F(0) donc F = G. Enfin, on vérifie que F est bien
une solution de (E) en 0 :
0-y'(0)+y(0)=ch(0) < 1=1.

C. Etude d’une suite

(8) f est continue et strictement décroissante sur ]0,+oo[ donc elle induit une bijection de ]0,+oo[ dans

.. n+l . n+
11, +o0o[ (théoreme de la bijection monotone). Comme pour tout n € N*, —— > 1, on en déduit que
n

admet un et un unique antécédent par f.

n 1 n+2 1 1 1
(9) Onremarque que f(u,) =——=1+—et f(Up+1) = =1+ . Or comme — > ——, on en déduit
) n ) +1 ~ n+l n n+l )
que f(uy) > f(uy4+1) mais alors, comme f est strictement décroissante, u, < u,1, donc (u,) croissante.




(10) Supposons par absurde que (u,) converge vers une limite finie ¢ €]0, +oo[. Alors par passage a la limite
dans f(u,) = n

n
comme (u,) est croissante, on en déduit que (u,) diverge vers +oo.

1 on obtiendrait f(¢) = 1. Or il n’existe aucun ¢ €]0, +oo[ tel que f(¢) = 1, absurde. Donc

D. Une fonction définie par une intégrale

(11) SoitxeR.
eX+e X e¥—_pg X er —1+1- e—2x er _ e—2x
2ch(x)sh(x)=2- . = =

=sh(2x).
2 2 2 2 sh(2x)

(12) f est continue sur R*, donc elle y admet une primitive ® (de classe €*).

On a alors J(x) = ®(x) - D (%), donc J dérivable par somme et composition de fonctions dérivables. De
plus,

. . o 1 (X _ 1 X _ lf(%)
VxeR:, ](X)—CD(X)—ECD(5)—f(x)_§f(§)_fm(l_5f(x))'
%.zsh(%)ch(l)

f(3) 5-sh(}) x
0 x-sh()lc)

I = =
fx) xsh[%)
Donc on peut conclure

—ch(L).

1 1
J’(x):f(x)(l——ch(—)).
2 X
(13) Ona
1 1 1 1/x —-1/x
l1---ch|—|=20 < ch|—-|<2 © e'*+e <4.
2 X X
On pose X = e!/* et on obtient

1
X+§s4 o X?’-4Xx+1<0.

Cette équation a deux solutions : 2+ v/3 et 2— /3. Donc

1

1
Jx)<0 o 2-V3<e"<2+V3 o 0<-<In@2+V3) o x>=— .
X In(2+v3)

(on remarque 2 — v/3 < 0).

1
X 0 m +00
J'(x) - 0 +
+00 +00
J \ /
(14 J(1/In(2 +v/3))

10




(15)
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