
LOI NORMALE correction TD KBL 15/01/14

Méthodes et indications

EXERCICE 1

Formule des probabilités totales ((Y = 1), (Y =−1)).

EXERCICE 2

NB : Si X ,→N (m,σ2), alors Y = X −m

σ
,→N (0,1).

NB : Si X ,→N (0,1) alors φ : x → FX (x) est une bijection de R dans ]0,1[.

EXERCICE 4

On écrit −x2 +4x +2 =−1

2
(αx +β)2 +γ, puis on fait le changement de variable défini par u =αx +β

EXERCICE 5

1. p(Ω) = {p0, p0 −∆}. P (p = p0) =? ... E(p) =?

2. Linéarité de l’espérance (la loi de c est inutile).

3. (b) Considérer deux cas : si G ′(250) ≤ 0 et si G ′(250) > 0...

4. G ′(α) = 0 ⇔ α=?



Exercices corrigés

EXERCICE 1

Tout d’abord on remarque que X (Ω) =R et Y (Ω) = {1,−1}, donc Z (Ω) =R.
Ensuite on calcule la fonction de répartition de Z : pour tout x ∈R

FZ (x) = P (Z ≤ x) = P ({X ≤ x}∩{Y = 1})+P ({−X ≤ x}∩{Y =−1}) (car {Y = 1}, {Y =−1} est un système complet d’événements,
donc on peut appliquer la formule des probabilités totales).

Donc FZ (x) = 1

2
P (X ≤ x)+ 1

2
(1−P (X ≤−x)) (indépendance de X et Y )

= 1

2
+ 1

2
(FX (x)−FX (−x)).

En dérivant on obtient

fZ (x) = 1

2

(
fX (x)+ fX (−x)

)= fX (x) (car fX paire).

Donc Z suit la même loi que X , i.e. Z ,→N (0,1).

EXERCICE 2

Comme X ,→N (m,σ2) alors Y = X −m

σ
,→N (0,1).

On obtient donc P (X ≤ 3) = P

(
Y ≤ 3−m

σ

)
= 0,1587 et P (X ≤ 9) = P

(
Y ≤ 9−m

σ

)
= 0,9772.

En regardant le tableau de valeurs de φ on trouve φ(1) = FY (1) = P (Y ≤ 1) = 0,8413 donc φ(−1) = P (Y ≤−1) = 1−0,8413 =
0,1587 et φ(2) = P (Y ≤ 2) = 0,9772.
Comme φ est une bijection de R dans ]0,1[ on peut donc conclure :
3−m

σ
=−1 et

9−m

σ
= 2. En resolvant le système de ces deux équations on obtient m = 5 et σ= 2.

EXERCICE 3

On calcule le discriminant du polynôme : ∆= A2 −4. Donc
P (A2 −4 ≥ 0) = 1−P (A2 −4 ≤ 0) = 1−P (A2 ≤ 4) = 1−P (−2 ≤ A ≤ 2).

Comme A ,→N (3,22) alors B = A−3

2
suit la loi N (0,1).

On obtient donc 1−P (−2 ≤ A ≤ 2) = 1−P

(
−5

2
≤ B ≤−1

2

)
= 1−φ(−0,5)+φ(−2,5) =φ(0,5)+ (1−φ(2,5)) = 0,69767.

EXERCICE 4

On écrit −x2 +4x +2 =−1

2
(
p

2x −2
p

2)2 +6.

Alors grâce au changement de variable donné par u =p
2x −2

p
2 on obtient∫ 2

0
e−

1
2 u2+6 1p

2
du = 1p

2
·e6 ·

∫ 2

0
e−

1
2 u2

du =p
πe6

∫ 2

0

1p
2π

e−
1
2 u2

du =p
π ·e6 · (φ(2)−φ(0)) =p

π ·e6 ·
(
φ(2)− 1

2

)
.

EXERCICE 5

1. p est une var discrète et p(Ω) = {p0, p0 −∆}, donc

E(p) = P (X > 230)p0 +P (X ≤ 230)(p0 −∆) = p0 −P (X ≤ 230)∆= p0 −P

(
X −ml

σ
≤ 230−ml

σ

)
∆= p0 −φ

(
230−ml

σ

)
∆.

2. Par linéarité de l’esperance : E(c) = c0 +E(X )c1 = c0 +ml c1.

3. (a) B(ω) = p(ω)− c(ω).

Donc E(B) = E(p)−E(c) = p0 −φ
(

230−ml

σ

)
∆− c0 −ml c1 et donc

G(x) = p0 −φ
(

230−x

σ

)
∆− c0 − c1x.

(b) G ′(x) =ϕ
(

230−x

σ

)
· ∆
σ
− c1 = 1p

2π
·e−

1
2

(
230−x
σ

)2 · ∆
σ
− c1.

Or, l’application x →
(

x −230

σ

)2

est croissante sur [250,+∞[

donc G ′ est décroissante sur [250,+∞[ et limx→+∞G ′(x) =−c1 < 0.



– Premier cas : si G ′(250) ≤ 0 on obtient le tableau de variations suivant :

x

G ′

G

250 +∞

(≤ 0)(≤ 0)
(< 0)(< 0)

– Deuxième cas : si G ′(250) > 0 on obtient le tableau de variations suivant :

x

G ′

G

250 α +∞

(> 0)(> 0)

(< 0)(< 0)
0

G(α)G(α)

4. On cherche α tel que G ′(α) = 0 :

1

2π
·e−

1
2

(
230−α
σ

)2 ∆

σ
− c1 = 0 ⇔ . . . ⇔ (230−α)2 = 2σ2

(
∆

c1
p

2πσ

)
⇔ 230−α=±

√
2σ2

(
∆

c1
p

2πσ

)
Donc on trouve α= 230±26,12, mais α≥ 250 donc α= 256,12.

EXERCICE 6

1. G(s) = P (X ≤ s | X ≥ 120) = P ({X ≥ s}∩ {X ≥ 120})

P (X ≥ 120)
.

Si s < 120, G(s) = 0.

Pour s ≥ 120 :

G(s) = P (120 ≤ X ≤ s)

P (X ≥ 120)
= P

(
2 ≤ X−100

10 ≤ s−100
10

)
P

( X−100
10 ≥ 2

) = φ
( s−100

10

)−φ(2)

1−φ(2)
.

2. Pour tout s ∈R fX |X≥120(s) =G ′(s) = 1

10
· ϕ

( s−100
10

)
1−φ(2)

= 1

10(1−φ(2))
· 1p

2π
·e−

1
2

(
s−100

10

)2

1[120,+∞[(s).

Donc E(X | X ≥ 120) = 1

10(1−φ(2))

∫ +∞

120

1p
2π

· s ·e−
1
2

(
s−100

10

)2

ds.

On fait le changement de variable u = s −100

10
et on obtient

1

1−φ(2)

∫ +∞

2

1p
2π

· (10u +100)e−
1
2 u2

du = 1

1−φ(2)
·
(∫ +∞

2

1p
2π

·10ue−
1
2 u2

du +
∫ +∞

2

1p
2π

·100 ·e−
1
2 u2

du

)
= 1

1−φ(2)

(
10p
2π

[
−e−

1
2 u2

]+∞
2

+100(1−φ(2))

)
= 1

1−φ(2)
· 10p

2π
·e−2 +100.

3. De la même manière, dans le cas général on trouve

fX |X≥xp (x) = 1

σ
· ϕ

( x−m
σ

)
1−φ

(
xp−m
σ

) · 1[xp ,+∞[(x).

Et donc

E(X | X ≥ xp ) = 1

σ
· 1

1−φ
(

xp−m
σ

) ·∫ +∞

xp

xp
2π

e−
1
2

(
x−m
σ

)2

dx = ·· · = m + 1

1−φ
(

xp−m
σ

) · σp
2π

·e
− 1

2

(
xp−m

σ

)2

.

Et donc

ip = 1
p

2π
(
1−φ

(
xp−m
σ

)) ·e
− 1

2

(
xp−m

σ

)2

.


