FONCTIONS DE R? DANS R correction TD KBL 26/03/14

EXERCICE 1

0
1. Si g e H esttelle que 0—i(x, y) =0 alors Y (x,y) € R? ona g(x,y) = h(y) avec h: R — R de classe €.

2. Soient f,ge€ Het AeRalors

_0(f+Ag _of g )_
(pl(f+/1g)——ax a(f+Ag)——ax af+A7 I ag|l=@1(f) +Ap1(g).
_0U+Ag) _or _ (5_8_ )_
et @a2(f+1g) = 3y b(f+/1g)—6y bf+2A 3y bg|=@2(f)+ Ap2(g),

donc ¢ et ¢, sont deux applications linéaires.

On remarque que on peut écrire toute fonction f € H sous la forme f(x, y) = e**g(x, y) avec g € H. En effet f(x,y) =
e (e f(x,y)) et e** € H et e"® f(x,y) € H. (De la méme maniére on peut écrire f(x,y) = eP*h(x, y) ou encore
flx, = eaXThx ey ¥)). Avec cette notation, on a

g

ax98 Jg og
0 ay’

@1(f) = acg+ e 2> —ae g = =2 et pa(f) =

0
Donc¢1(f) =0 & £ =0 < g(x,y)=g1(y), g1 € Hdeclasse 6> < f(x,y) =e**g(y)

0
etpa(f)=0 o £=0 & g(x,y) = g(x), g € Hde classe €2 o f(x,y) = el gy (x).

On en déduit que Ker(¢1) = {f € H| f = " g1(y),g1 € H} et Ker(py) = {f € H| f = e? g2(x), g2 € H}.

@1 et @, ne sont pas des endomorphismes, car les dérivées partielles d'une fonction de classe €2 ne sont pas forcé-
ment de classe €2.

3. Ker(p1) nKer(py) = {fe H| f=e™g1(y) = e g (0)} ={f e H| f(x,y) = ke®* el ke R}.

4. Soit f € H telle que ¢, (f) = Aet @2(f) = B. Alors

Ff of . of
-a—-b—-ab
0y0x “ay 0x abf

*f of of
——-b—-a—-ab
0xdy  0x “ay abf

et, comme par hypothese sur H les dérivées partielles secondes sont continues, par le théoreme de Schwarz on a

0’ f _ 0’ f
0x0y 0ydx

p2(A) = p2(p1()) =

et ¢1(B)=@i1(p2(f)) =

donc @2 (A) = @1 (B).
5. Comme A ne dépend que de x et B ne dépend que de y on a
p2(A)=-bA et ¢1(B)=-aB

or, grace a la question précedente, on sait que ¢2(A) = ¢ (B) donc —bA = —aB et comme A ne dépend que de x et B

ne dépend que de y cette égalité implique forcément qu’elles sont constantes. Donc il existe A € R tel que A(x,y) = — 3

et B(x,y) A
X)) =—-—.
Y a
Ensuite, on pose f(x, y) = e***bYg(x, y) et en appliquant ¢; et ¢, on obtient

ux+bya_g — _& et eux+by6_g — _&

¢ ox b ay a



0 A
Grace a la premiere de ces équations on déduit que O_g = e *by i et donc en intégrant par rapport a x, g(x,y) =
X

A A
_be—ax—by + h(y) d’autre part, grace a la deuxieme équation on obtient g(x, y) = _be—ax—by + k(x) donc k(x) = h(y) =
a

A
peRetg(x,y) = —be“”“by + u. En remplagant cela dans la formule de f(x, y) on obtient
a

ax+by

y)
f(x,y)—%ﬂte

Donc I'ensemble des solutions est
A
S= {fEHIf(x,y) = %+,ue“x+by, A,MER}

EXERCICE 2
1. Vx,yeRonalx|<y/x2+y2et|y| < /x%+y2 Donc

)

2 = xz +y2 — 0, pour (x, y) - (0;0)!
(VaZ+1?)

|f(x,»)] <

donc f est continue en (0, 0).

2. Y(x,y) € R?\{(0,0)}, on calcule les dérivées partielles de f :

6f(x )_ys(x2+y2)_xy3(2x) _x2y3+y5_2x2y3 _ y5_x2y3 _y3(y2_x2)

ax Y= 2+ 22 T 2192 (2122 R+ yR2
af( ) 3x2(x*+ ) —xy32y)  3x3y?+3xyt —2xyt 332 +xyt xy?(3x*+y?)
-— X, = = = =
ay Y (2 1 y2)2 2+ )2 2+ )2 2+ )2

(en (0,0) les deux dérivées partielles sont nulles).

Donc of
a—(x, ¥»)=0
X - y3 (yz _ x2) =0
of xy2(3x2+y2)=0
—(x,7) =0
dy (x,¥)

On cherche les solutions de y3 (y2 -x3)=o0.

* Premier cas: y = 0 et x quelconque : les deux dérivées partielles s’annulent, donc (x, 0) est un point critique pour
tout x € R. Ce n’est pas un extremum, car f(x,0) = 0, mais f(x + h, k) peut étre strictement positif ou négatif,
selon le choix de £ et k (dans un voisinage de (0,0) aussi petit qu'on veut).

2

¢ Deuxiéme cas: y2 = x“, avec y # 0 et donc x # 0 : la deuxieme dérivée partielle ne s’annule pas.

3. Les dérivées partielles sont bien continues en (0, 0) (elles sont majorées par y/x? + y> — 0 pour (x, y) — (0,0)) donc la
fonction f est dérivable.

0 0
La différentielle de f en (0, 0) estl'application d(o o) f : (h, k) — 6_]): (0,0)h+ 6_]; (0,0)k donc d(p,0) f est'application nulle.

4. On calcule les dérivées secondes partielles en (0,0) :

0 (af(O ))— 0 =1 et 0 (af(x 0))— 0 0)=0

ay \ox Y _ayy_ ox\oy ) ox

donc les dérivées partielles secondes ne sont pas égales en (0,0). Cela contredit le théoréme de Schwarz, donc f n'est
pas de classe €2 sur R



EXERCICE 3
1. P(IN=1)=0.

Vn=1P(N>n)=pl+pj+pj (onatiré trois boules rouges, ou vertes, ou jaunes, les événements sont indépendants).

DoncVn=2,P(N=n)=P(N<n)-P(Nsn-1)=1-P(N>n)-1+P(N>n-1)=pt+plt+pli-t-pl—pr—pl=
Pt —py)+pi A -p2) +pi Tt - pa).

2. limy— 400 k? - kp*~! =0 car | p| < 1 (croissances comparées), donc la série converge par le critére de Riemann.

N B N 1— N+1 —(N+].) N(l— )+1_ N+1 1
or Y kp* ' =f(pouf(p)=) p*= P Dbonc fl(p) = P p2 P > quand
k=1 k=1 1- 1-p) (1-p)
+00 -1 1
N — +oc0.Donc ) kp* = -1
LI =Gy
+00 -1 +00 -1 +00 -1 1 1 1
3. EIN)=) kpi '(A=p0+ ) kps '(1-p2)+ ) kps '(1-ps3) = + + —(—-p1+1=-p2+1-p3)
k=2 k=2 k=2 l1-p1 1-p2 1-ps
1 1 1
= + + —2(carp1+p2+p3s=1).

I-pr 1-p2 1-p3
4. (a) Onva appliquer le théoréeme des extrema liés : on cherche un minimum de f(py, p2, p3) sur
V ={(p1, p2, p3) € [0,113] p1 + p2 + p3 = 1}. On obtient le systeme

1
—— ]
(1-p1)?

1
L ——
(1-p2)?

1
L
(1-p3)?

1 1 1 . .
I-p? (p2-12 (-p3)? mais alors 1 — p? = 1— p5 = 1 - p3 et enfin p? = p5 = p3 mais p1, p2, p3 =0
1

donc py=pa=psetpi+pa+ps=ldoncpr=py=ps=-.

111
(5’ 3 5) est donc I'unique point susceptible d’étre un extrema.

Donc

(b) On étudie le signe de

111 1 1 1 9 1 1 1 9
dzf(pl,pz,ps)—f(—,—,—)z + + —2--+2= + + - =
333 l—pl l—pg 1—]?3 2 1—]91 1—}92 p1+ p2 2
_(p1+p2)A=p2)+(p1+p2)A-p)+A-p)d-pz) 9
(1-p1)(A—-p2)(p1+p2) 2
_PimPiP2+ P2yt P pit P2 pipe+lopi-patpipe 9
(I-p1)(A—=p2)(p1+p2) 2

_2(=pE—pi—pip2+ p1+p2+ 1) =9(p1+ pa—2p1p2— pi— p5+ pip2+ p1p3)
- 21— p)) A= p2)(p1+ p2)
_Tpi+Tp5+16p1p2—Tp1—Tp2+2-9pip2 —9Ip1p}
- 21-p)A-p2)1-p3)
_ Tp1(1=p1) +7p2(1 = p2) +9p1p2(1 = p1) +9p1p2(1 — p2) +2-2p1p2 >0
2(1-py)(1 - p2)(1 - p3)

carVie[1,3]l p;=0,1—p1)=0etp; <1.

Donc on a bien un minimum local.

1 1 1 111
Ou bi studie le signe d —+hy,=+hy,=+h3|—f|=,=,=
[Ou bien on étudie le signe de f 3 Thugthag 3) f(3 3)]

) )



EXERCICE 4

1. En utilisant la formule on obtient

of of

G a(u+ t,b+mt + m@(oH t,b+mt).
62f 62f 62f 62f
" _ 2
O, = @(a+ t,b+mt) + mdyax(a+ t,b+mt) + maxay(cH— t,b+mt)+m a—yz(a+ t,b+mt)
02 0° 0%
donc (p’,’n(x) = é(a%— t,b+ mt) +2m6xgy(a+ t,b+mt) + mza—yj;(a+ t,b+mt).
(car f de classe €?).
2. (a, b) est un point critique.
1 A 1 2 62 azf
3. Onregarde @}, () comme polynéme en m: ¢}, (f) = Am“+Bm+C avec A = ﬁ(‘” t,b+mt), B= Zaxay(‘” t,b+mt)
y

>f

etC:W(a+ t,b+ mt).

0’f 0°fa*f

530y~ 332 ay2 | = O parhypothése (Hy).

Alors le discriminant est A = B2 —4AC =4

2

a_yZ’ qui est positif, grace a ’hypothese (H>).

Donc ¢/}, est de signe constant, mais son signe est égal au signe de A =
Donc ¢/, (1) =0,V €R.

4. @ (1) =0Vt eR, donc ¢!, est croissante sur R. De plus on sait que ¢/, (0) = 0 grace a 'hypothese (H;). Donc ¢},
négative sur ] — oo, 0] et positive sur [0, +oo[ ce qui donne les variations de ¢,.

t —00 0 +00

P /0/

Pm T _—

fla,b)

5. OnadoncVmeR, VteR, p,(t)= f(a+t,b+mt) = f(a,b).
V(x,y) € R? on veut écrire x = a+ t et y = b+ mt.

e sixZaonposet=x—aetm= et on obtient f(x,y) = f(a,b).

xX—a
e Six = aonutilise y,,(f) = f(a+mt, b+1t) et on peut montrer les mémes propriétés que pour ¢, donc on obtient
fla+mt,b+1t)= f(a,b).

Dans les deux cas on arrive a montrer que f(x,y) = f(a, b) donc f(a, b) minimum absolu.



