MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES correction TD HKBL 06/02/14

Méthodes et indications

EXERCICE 1
L fitex) = fI71(f(er) =2
2. A=Matgz(?) A" =Matz(?)

EXERCICE 2

1. Pour A" : formule du binome.

2. | NB: A-B=1,= Aestinversibleet B= A~

0
0 .
0

NB: E; et E, sont supplémentaires dans E si et seulement si la juxtaposition d’'une base de E;
et d'un base de E, est une base de E.

-1 0 0 fle)=—e

3. Mat%'(f)=( 0 -10 ) < { fley) =-e,

0 0 2 flel) =2e,
OrxeKer(f—Adps) < f(X)=AX.

EXERCICE 3

1 11 X
1. (x,y,2) €eKer(f +1dgs) < ( 1 1 1 )( y )=(
11

1 z

EXERCICE 4
VY eR"AIX eR"tq AX+Y < Aestinversible. Dans cecas A ' esttelleque AX=Y & X=A"1Y.

EXERCICE 5
1. VA A e ML(R),VAER, f(A+AA) =---= fF(A)+ Af(A).

(10
f(En)—?OUEn—(O 0)

(01
f(Elz)—?OUElz—(O 0)

a b

NB:( c d

) = aFE1) + bE12 + cE» + dE» d’ ol la colonne corréspondante est

QU o T

2. Siune colonne est nulle dans Matg(f), alos f n’est pas bijective.



Exercices corrigés

EXERCICE 1
1. f2(e1)=0,f%(e2) =0, f2(e3) = e1, f2(es) = e2,..., f2(en) = en—2.
f3(e1) =0, f3(e2) =0, f3(e3) =0, f3(es) = e1,..., f3(en) = en—s.

fe1)=0,f"(e2) =0,... f"(en) =0.

0 sik—j<0

En général on peut donc écrire V1< j<n,Vli<k<n, fi(ey) = { er_; sinon,

2. Aestlamatrice canoniquement associée a f, donc A” estla matrice canoniquement associée a f”". Mais alors A" = 0,,.

EXERCICE 2
0 2 -1 0 2 -1 0 0 -2 0 0 -2 0 2 -1 0 00
1. N°=| 0 0 -1 00 -1|=[{0o0 o0 N3=|l0 0 0 00 -1]={000
0 0 O 00 O 00 0 00 O 00 O 0 00

Donc N¥ =03 Vk = 3.

On sait que A= N + 313 et que A et 313 commutent, donc on peut appliquer la formule du binéme :

n n “ n k n—k n n n-1 n 2 n-2 n n-1 nn-1) n-2 a2
A" = (N+313)"= ) o |NEBR)"E =@ +| | NG +| L |N*BE)" T =3" 03" N+ ———3"*N
k=0
3" 2n3"t —n3" 1 —n(n-1)3""2
A= 0 3" -n3"!
0o 0 3"
2. N°=(A-313)°=A%-9A?+27A—-27I3donc A3 —9A% +27A—-2713 =03.
, A*—9A+2713 , , 1 (A*-9A+2713
Mais alors Al ———— | = I3, donc A est inversibleet A7 = [ ———
27 27
EXERCICE 3
1 1 1 X 0
I.[1 11 y |=]0 &  x+y+z=0, donc Ker(f+1dgs) = {(a,b,—a-b) | a,b € R} = Vect((1,0,-1);(0,1,-1)).
1 1 1 z 0
-2 1 1 X 0 —2x+y+z=0 x—-2y+z=0
1 -2 1 y|=]0 < x-2y+z=0 , <& 3y-3z=0 ©
1 1 -2 z 0 X+y—-2z=0 -3y+3z=0
—2y+z=0
{ ;—zy “ & x=y=z < doncKer(f-2ldg) ={(a,a,a) | aeR} =Vect((1,1,1)).

Pour montrer que Ker(f + Idps) et Ker(f —2Idgs) sont supplémentaires il suffit de montrer que la juxtaposition de leur
bases est une base de R3.

1 0 1 1 0 1 1 01
Orrgl 0 1 1 |=rg/ 0 1 1 |=rg| 0 1 1 [=3.
-1 -1 1 0 -1 2 0 0 3

Donc on a bien une base de R®, donc Ker(f + Idgs) et Ker(f — 2Idgs) sont supplémentaires.

fle)) =—e
2. On cherche une base (e}, €}, €5) telle que {  f(e}) = —¢,
f(e}) =2e;

On remarque facilement que cela équivaut a e/, e, € Ker(f + Idgs) et e} € Ker(f — 2Idgs) donc on peut prendre, par
exemple e} = (1,0,-1), e, = (0,1,-1) et e} = (1,1,1).

(=" 0 0
3. Dans la base 98’ la matrice de f" est 0 -D"* 0
0 0 2n



EXERCICE 4

I -p1 —p2 ~Pn
pi 1 0 0
A=| p2 O 1 0
p. 0 0 .. 1
Avec la méthode du pivot de Gauss on se raméne tout d’abord au systeme
1+s 0 ... O X0 Yo+t piyvi+...Pn¥n
p1 1 ... 0 X1 1 . N
. L= . puis au systeme
pn 0 ... 1 Xn Yn
1+s 0 ... O X0 Yo+piyi+...Pn¥n
0 1 .. 0| x| [ yn-{500+X, peye)
0 0 ... 1)\ x Yn— 125 (Yo + X7, pryi)
1 n
Xo=——|yo+
e k;ykpk
Donc 'unique solution est <
pj u .
Y=Yt ! (J’O"‘ > J/kpk) sijell,n]

. AX = Y aune et une unique solution si et seulement si A inversibleet X = A™1Y.

Donc pour écrire la matrice de A~ il suffit d’écrire la matrice ayant pour colonnes les coefficients des x; par rapport
aux y; :

EXERCICE 5

1 Pn
1+s 1+s2 1+s
T Z U N _PiPn
14_1 - 1+s 1+s 1+s
_ Pn _P1Pn 1— Pn
1+s 1+s 1+s
1. Soient(? Z),(; i)eﬂz(R),AeR.
f(a b)+(e f)_f(a+e b+f\\_(a+b+e+f a+e)_(a+b al)., e+f e)
c d g hlJl ctg d+h)) \c+b+g+f c+g ) \c+b ¢ g+f g/
B a b e f
~r((¢ g )}l n))

e @ =l e )=Uacss s )=l e 2))

Donc f est bien une application linéaire.

Ona f(E11) = Enn+E12, f(E12) = E11+Eo1+E2, f(E2) = Eo; et f(E22) = 02. Donclamatrice de f danslabase canonique
est

1
0
1
1

O O
o = O O
S O O O

2. Non, la matrice M n’a pas rang maximal (une colonne nulle) donc f ne peut pas étre surjective.



