FAMILLES LIBRES, GENERATRICES correction TD HKBL 9/01/14

EXERCICE 1
NB : Pour montrer que {éj,..., &} est libre :
“Soient A1,...,Ar € Rtels que 1181 +... 1€ = 0.” Montrer qued;=---=1=0.
NB : Pour montrer que {1, ... &} est une famille génératrice de E :
“Soit X € E (quelconque!), trouver xy,...x telsque X = x1 61 +... X; €k
NB:
— Sidim E = n, une famille libre ne peut pas comporter strictement plus de n éléments.
— Si dimE = n, une famille génératrice ne peut pas comporter strictement moins de n élé-
ments.
EXERCICE 2

Mémes indications que pour I'exercice 1.

EXERCICE 3

Soient A1,A2,A3 € Rtels que A; fi + A2 fo + A3 f3 =0 (ou 0 est 'application nulle).
f1 est dérivable sur ...

A1 fi =—-Aafo — A3 f3 estderivableen ..., d’out A, =0...

EXERCICE 4

1. Pour montrer que c’est une famille libre on utilise I’ idéntification des coefficients.

NB : Une famille libre de n = dim E éléments est une base (et donc une famille génératrice).

2. Pour montrer que c’est une famille libre : prendre X =... bien choisi.

EXERCICE 5

Soient Ag,...,An41 €Rtelsque Logo+ -+ Angn + An+18n+1 =0 (L1). On dérive deux fois.
But : obtenir une deuxiéme équation L avec gy, ..., gn, n+1-

But: “se débarasser” de gp+1.

— obtenir une combinaison linéaire de gy, ..., g, puis utiliser 'hypotheése de récurrence ({go, ..., g»} libre).



EXERCICE 1

Soient A, u € R tels que A¢é) + ué> = 0. Montrons qu’alors A = u = 0.
En effet on obtient le systeme
A-2u=0
0=0
A+u=0

qui a comme unique solution A = g =0.
Donc {&], &} est une famille libre dans R3. Ce n’est pas une famille génératrice car, par exemple, (0,1,0) ¢ Vect(é, &2).
(ou bien on remarque que la dimension de R® est 3, donc une famille génératrice doit avoir au moins 3 éléments).

EXERCICE 2

{é,, 2, 3, 4} n'est pas une famille libre, car dim R3 = 3 donc toute famille possédant strictement plus de 3 éléments est liée.
Montrons maintenant que {&;, &,, &3, &;} est une famille génératrice. Soit (x, y, z) € R3 alors on cherche 11,15, 3, A4 tels
que /1151 + 1252 + Agég + /1454 = (x,y, 2).
On obtient le systeme
/11+/12+2/13—/14:x
—/11 + /12 =y
12 + /13 + /14 =z

X+y+z x+y-2z

qui admet comme solution tout élément de la forme (@ — y,a, —a + 5 3 , & € R.Donc {é1, é,, €3, €4} est bien

une famille génératrice.

EXERCICE 3

f1 est dérivable sur R\ {1}, f, est dérivable sur R\ {2}, f3 est dérivable sur R\ {3}.

Soient 11,12,A3 € Rtels que A1 fi + Ao fo + A3 f3 = 0. Alors Ay fi = —A2 f> — A3 f3 mais le terme de droite de cette égalité
est dérivable en 1, donc le terme de gauche I'est aussi, alors 1; = 0. On montre de la méme maniére que A, = A3 = 0 et on
conclut que la famille est libre.

EXERCICE 4

1. Montrons que {X+1, X+2, X?+1} est une famille libre. En effet, soient a, 5,y € R tels que a(X+1)+B(X +2) +y(X?+1) =
0,i.e. yX?+(a+B) X+ (a+2B+y) = 0 mais un polynéme est égal au polyndme nul si et seulement si tous ses coefficients
sont nuls donc on obtient le systéme

y=0
a+p=0
a+2f+y=0

qui a comme unique solution a = =7y =0.
Donc la famille {X + 1, X + 2, X% + 1} est libre.
Comme la dimensionde R, [X] est 3, alors toute famille libre de 3 éléments est une base. Donc {X + 1, X + 2, X% + 1} est
une base, et donc c’est aussi une famille génératrice.
2. Soient a, B,y eRtelsque a[X(X - D]+ BI(X - DX -2) +y[X (X -2)] =0.
En remplacant X = 0 on obtient 23 = 0.
En remplacant X = 2 on obtient 2a = 0.
En remplacant X =1 on obtient —y =0.

Donc a = =7y =0 et donc la famille donnée est libre. On peut conclure qu’elle est aussi génératrice par un argument
de dimension, comme a la question précedente.



EXERCICE 5

On remarque tout d’abord que gy(x) = 1 pour tout x € R donc {gp} est une famille libre.
Calculons maintenant g;c’ (x).
g, (x) = —kcos* ! (x) sin(x)

g1 (x) = —k? cos* (x) + k(k — 1) cos* % (x) = k(k - 1) gx—2 — k* gk

Supposons (hypothese de récurrence) que la famille {gy, g1, ..., gxn} soitlibre. On veut montrer que la famille {gy, g1,...,8n, &n+1}
est libre aussi.
Soient Ag, Ay,...,An, Ans1 € Rtels que

Mgo+Mgr+ - +Angn+An+18n+1=0.  (L1)
En dérivant deux fois cette égalité on obtient

A08h (1) + A187 (X) + -+ + Angn(X) + Ans18nsy (X) = 0.

id est
n+1
Y Ak (k(k—1)gx—2— k°g) =0
k=0
qu’on peut réecrire :
n-1
Y (ks +2)(e+1) = Akk?®) g] = n°Angn = M+ D*Ani18ns1 =0 (L2)
k=0

On calcule maintenant L, — (n + 1)2L; et on obtient :
n—1
Y [(Aks2(k+2)(k+1) = Apk® + (n+ 1)*Ax) 8] = An(n® + (n+1)*)g, =0
k=0

Mais, par hypothese de récurrence {gy, g1,...,gn} est une famille libre donc on obtient le systéme

(n+1)2%A +21 =0
(n+1D2-DA; +615 -0
(n+1)2=(m=1?)Ap-1 +n(n+DApi =0

(n+D%+nHA, =0

qui est un systeme de Cramer. Donc 'unique solutionest Ag = A; =--- =1, =0.
On remplace donc dans I'équation L, et on obtient A;+18,+1 =0donc 4,47 =0.
On peut donc en déduire que la famille {gy, g1,..., gn+1} estlibre, ce qui conclut la démonstration par récurrence.

EXERCICE 6
1. NON : toute base de R3 a 3 éléments.
2. NON : toute base de R3 a 3 éléments.
3. NON : toute famille contenant 0 n’est pas libre.
4. NON: (-2,2,0) = -2(1,-1,0) donc cette famille est liée.
5. NON:(0,0,1) ¢ Vec{((1,0,0);(0,1,0);(1,1,0)) .
6. NON: (2,2,0) = 2(1,1,0) donc cette famille est liée.



