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EXERCICE 1 (ENSAI 2004)
On remarque tout d’abord que X(Q) =R, Y (Q) =]0, +oo[, Z(Q) =]z, +ool.

1. Vx€]—00,0], G(x) =
Vx€]0,+oo[, G(x)=P(Y <x)=PeX<x)=PX<Inkx)) =®(In(x)).

2. Vx€]-00,0], g(x) =G'(x) =

1 1 1 (In(x) — m)?
Vx €]0, +ool, =G'(x) = (In(x)) - — = In(x))- - = (——)
x€]0,400[, g(x) (x) (In(x)) < fm,o(n(x)) T oV exp 557
+00 +o0 ] (r— )2
3. Parle théoréme du transfert, EY = f e fno(H)dt= -exp(t) exp (— 5 ) (ou bien on calcule directe-
—o0 00 OV2T 20

ment 'espérance a partir de g(¢) et on fait un changement de variable pour retrouver la méme intégrale).

1
On fait le changement de variable donné par u = —m, du=—dt (t=ocu+m).
o o

+00 1 1 2
EYzf exp|—=u“|explou+m)odu
27 2

1, 1 2.1 5
Or—-u+tout+m=—=u-0)*+-0"+m
2 2 2
donc en faisant le changement de variable v = © — o on obtient
v = o= [ enl-g)m{getem) o -em( -
exp|—--v°|exp|-0c“+m|dv=exp|—+m
2n 2 2

(t—m)?
2072

dt (théoreme du transfert)

+00 1
Ensuite on calcule E(Y?) = f et exp (—
—00 OV2T

. . r—m
puis grace au changement de variable u = ——
o

2

E(Y?) = exp (——)exp(20u+2m)adu

oV2anJ-
u? 1 2 9
Or ey +20u+2m= -3 (u—20)“+20°+2m donc par le changement de variable v = u - 20

2
E(Y%) = — f ex (——)ex (0% +2m) = exp(20? +2m).
Ner p p p

Etdonc VY = E(X2) — (EX)2 = e7 +2m(g9” — 1).

NB: Soient a, b € R et X var. Alors :
E(aX+b)=aEX)+b
V(aX+Db) = a®*V(X).

2
EZ=E(zg+Y)=E(z9) + E(Y) =29+ E(Y) =z0+exp(%+m .

VZ=V(zg+Y)=V(Y)=e +2m(o" —1).



PROBLEME 1 (ENS 2012)
1. Si X —%([0,1]), alors

Fx: R—[0,1]
0 six<O
x — Fx(x) :{ x sixel0,1]
1 six=1.
X X
(CarFX(x):P(XSx):f fx(t)dIf:f ﬂ[o,l[(t)dt.)
—00 —00
xl’l —X
2. falx)= 1 D000l (1).
Pour tout n € N on a f,,(x) = 0 pour tout x € R et f;, continue (sauf éventuellement en 0) car produit de fonctions
continues.
x°x"e ™
On remarque que limy_. ;o ol = 0 pour tout n € N (croissances comparées), donc fu@ fn converge par le critére

de Riemann.

+00
ffo(x)dXZ/ e Ydx=[-e];" =1
R 0

+oo +00
[fl(x) dx:f xe “dx= [—xe"‘]g°°+f e Ydx=[-e]; 7 =1
R 0 0

Donc fj et fi sont des densités de probabilité. Montrons par récurrence que f; est une densité de probabilité pour
tout n € N. Soit n tel que f;,—; est une densité de probabilité (hypothese de récurrence) montrons que alors f;,; est une

densité de probabilité.
+00 +00 xn—l +00
+f e‘xdx:f fro1()dx=1.
0 0 0

+00 -1

En effet, ffn(x) dx = f e *dx=
R 0 n!

Donc f;; est une densité de probabilité pour tout n € N.

n
—x_x

nt

—e

n—-1)

3. f croissante sur ] — oo; a], décroissante sur [a; +oo[ < f'(x) =0Vx €] —oo; a] et f'(x) <0V x € [a; +ool.

NB: Calcul def ||, couper I'intégrale avec Chasles : f | = f || +f ||, avec I tel que ¢ = 0 sur I et I tel que ¢ < 0
1 I L b

sur Ir.

+o00o a +00 a +00o
Orf |f' (0| dx:f |f/ ()] dx+f |f' (0] dx:f f’(x)dx—f f'(x)dx:f(a)—xgglmf(x)—xﬁrilmf(x)+f(a)

+00
NB: || intégrable sur R signifie f || converge.
—00

Or on sait que f | f(x) | dx converge donc les deux limites ci-dessous doivent converger (limy—_ .o f(x) = L. De plus
R

[ estune densité de probabilité donc [ fx)dx=1doncl, =1_=0.
R

+o0
On conclutf |f'(0|dx=2f(a).

4.

NB : On pense a utiliser le théoréme des accroissements finis. Si on I'applique entre 0 et x pour x € [0, 1[, on obtient C et

C 1
pas R On I'applique alors entre 0 et x pour x € |0, 3 etentre x et 1 pour x € 2 1.




e Soit x € [0,%[. On sait que f continue sur [0, x] (car dérivable sur [0,1[) et dérivable sur ]0, x|, alors il existe
c1€]0,x[tel que g(x) —g(0) =g'(c))(x-0) o gx)=g'(c1)x.
Mais |x| < § et|g(c1)| = C donc |g(x)| = §.

e Soit x € [%, 1[, f continue sur [x, 1[, dérivable sur ] x, 1[ alors il existe ¢, €]x, 1] tel que g(x) — g(1) = g'(c2) (x - 1).
Orlx—1| <1 et|g'(co)| = Cdonc gx)| = §.

Donc pour tout x € [0,1[ on a \g(x)| < %
. (LX] = k) kez est un systeme complet d’événements, donc par la formule des probabilités totales :
P(rac(X) <1 = Z P(frac(X) <= tn [ X]| = k).
kez
OrfraclX)<tet|X|=k o k=X<k+t.

Donc P(frac(X) < t)= ) Pk X <k+1).
kez

k+t
S ) gk = Z( : fx)dx—t :

kez kez

k+t k+1
Or ). fdxs ) fx)dx= f f(x) =1 donc ces deux séries convergent.
kezJk kezJk R

k+1

fx) dx).

Attention : Pour pouvoir écrire Z (ar+ by) = Z aj + Z by, il faut que les séries Y ay et ) by convergent.
keN keN keN

k+t k+1
Alorsng(t):Zf fdx—t) f(x)dx:ZP(ksXsk+t)—t[f(x)dx:ZP(ksXsk+t)—t.
kez kezJk kezJk kez R kez

NB:ffX(t)dtzp(Xel),otle densité de X.
I

v(t)

NB : Montrer que ¢ : t — f(x)dx est de classe €' (resp. dérivable) sur I, ol1 f continue sur un intervalle J et u, v de
u(r)

classe €' (resp. dérivables) sur I a valeurs dans J :

introduire F une primitive de f sur J, F est de classe €' en tant que primitive d’'une fonction continue, or Vt € I, ¢(t) =
F(v(£))-F(u(t)) dot1 g estde classe €' (resp. dérivable) en tant que somme et composée de fonctions de classe € (resp.
dérivables).

Viel, ¢'(6)=v'(0fw®)-u'(0)f ).

Soit F une primitive de f, alors F est dérivable.

k+1
gk =Flk+n-F(k)-t f(x)dx.
k

g« () est somme de fonctions dérivables donc dérivable et

k+1 k+1 k+1
g =F(k+1)— ; fx)dx=flk+1) - : f(x)dx:fk (flk+1) - f(x)dx

k+t k+t k+1 k+t k+t k+t k+1 X
=f ( f'(s) ds) dx+f ( f'(s) ds) dxzf ( f'(s) ds) dx+f (— f'(s) ds) dx
k X k X k X k

+t +t k+t

b
NB: Pour f de classe € Ly f dérivable et f’ continue par morceaux suffit), f f’ (nde=f(b)- f(a)
a




Orx<s<k+tetksx<k+t © k<s<k+tetk<x<s,

etk+t<x<k+letk+t<s<x <o k+t<s<k+lets<x<k+1donconobtient

k+t s k+1 k+1 k+t k+1
g;c(t):f U f'(s)dx) ds—f ( f’(s)dx) ds:f (s—k)f'(s)ds—f (k+1-ys)f'(s)ds.
k k k s k k+t

+1

k+t k+1
Donc|g§c(t)|sfk |s—k||f’(s)|ds+flC t lk+1-sl|f'(s)]ds
+

(par positivité de I'intégrale et inégalité triangulaire).
k+1

Or|s—kl<let|k+1—-s|<1donc |g;c(t)| s[ |f/ ()] ds.
k

k+1
8. gy dérivable, gk(O):gk(l)ZOet|g;C(t)|SCVIE[O,I[(ouC:f |f'(x0)| dx)
k

alors grace a la question 4 on obtient | gk(t)| <Slvre [0,1]

k+1 +00
etdonc P(frac(X) <0 —-r=) g <) |ge(®)|= ! > |f/ ()] dx = lf |f/(x)] dx.
kez kez 2 kez/k 2J-00

En passant a la borne supérieure :

1
Sup;ejo.q [Pfrac(X) < 1) — ¢ < Efm |f'(x0)| dx.

NB : Montrer que sup,.;¢(t) < M : montrer que V¢ € I,¢(¢) < M puis “en passant a la borne supérieure”...
(borne supérieure = plus petit des majorants, or M est un majorant d’olt sup,¢;¢(t) < M).

9. Soit n =2, f; est de classe € sur R} (produit de fonctions €*°).

nx"le™*  xhe X (n—x)e *
Vx>0, f,(x)= s frne1(X) = fulx) = —
Donc f;, ale méme signe que (n — x).
X 0 n +00
fr(x) + 0 -

n,—n

n-e

n!

Donc (grace a la question 3) f |fn|dt=2f(n)=2
R

n n,n

n"e” n'te "e 1
n! n"v2nrn V2nn

Alors par comparaison :

Pour n — 400, 2 — 0 (équivalent de Stirling).

SUP (0,1 |P(frac(Z,) < ) — t| — 0, lorsque n — +oo.

10. |NB:|x]=a < a<x<a+]l.

b
NB:Pla<X<b) :f fx(®)dt = Fx(b) - Fx(a).




11.

12.

13.

14.

In(2) —In(1) 3 In(2)
In(10)  In(10)°
In4)-In2) In@/2) In(2)

PF=1)=P(X]=1)=P(1=X<2)=

P(Fe{2,3})=P2=X<4) =

In(10)  In(10) In(10)’
In(10) -In(5) In(10/5) In(2)
P(FE{5,...,9=P(<X<10) = = = .
In(10) In(10) ~ In(10)

X(Q) =1[1,10[, Y(Q) = [0,1[. Y — log;,(X).

NB : Calculer Fy 2 D’abord Y () = [a, b]. Puis Vx < a,Fy(x) =0,Vx=b,Fy(x)=1etVxe [a,b],Fy(x) =P(Y <x)=...

P(XeD.
Vx€[0,1[, Fy(x) = P(Y < x) = P(log;, X < x) = P(X <10%) =log,,(10%) = x.
Donc Y — 2([0,1]).
Vx€]1,10[, M(x) = x car x = x-10°,x € [1,10[.
Vx € [10,100[, M(x) = — car x = — - 10 et — € [1, 10[.

10 10 10

En général :

. . il X X . X
VjeZ Vxe[10/,10/* [, M(x) = — car x = — - 10/ et — € [1,10[.

107 10/ 107
M(X)(Q) < [1,10].
Vye[l,10[, P(M(X)<y)=P(Xe(l,yuU[10,10y]u...[1051, 105 1y]) = P(X € [1,y]) +--- + P(X € [10F1, 10K 1 y])
NG 10%
_-D+10y-D+...10 -1y DTS 1y
10k -1 10k -1 9 10-1’
d’ott M(X) — 2 ([1,10).
Soit y > 0. On souhaite calculer M(y) :
on cherche j tel que 10/ < y <10/*!. On obtient j <log;,(y) < j + 1 donc j = [log,,()].
-y __ Y

Done M(y) = 707 = ToTogn0n

y
— <
1010810 ~ .

< logo(y) — llogo()] =logy(x).

Donc M(y) < x o  ys<xlolos®W o log,,(¥) =log;¢(x) + llog;, ()]
Donc M(y)=x < frac(log;,(y)) <log;,(x).
Alors P(M(X) = x) = P(frac(log,,(X))) <log;,(x).

VneN, Y, est une var strictement positive.

Soit ¢ € [1,10], alors par la question 13 on a P(M(Y}) < t) —log,;, (1) = P(frac(log;,(Yy)) <log,,(?)) —log(%).
Or Y, = 104, donc log, o (Yy) = Z,.

t€[1,10] < s=log (1) €[0,1]

SUPe(1,10] |P(M(Yy) < 1) —log,y t| = SUpge(o,1; [P(frac(Z,) < s) — s| et cela tend vers 0 grace a la question 9.



PROBLEME 2 (ECRICOME 2008)

Partie 1.

1. & =Vect(A, B,C) donc £ est une famille génératrice pour .

Montrons que 2 est une famille libre. Soient a, b, c € R tel que aA+ bB + ¢C = 0s.

On obtient
-2b+c 0 0
3b-2¢c b-c O =03
-a-2b 0 a+c
—-2b+c=0
en particulier on obtient le systeme< b—c=0 qui a pour unique solution (a, b, ¢) = (0,0,0) donc (A4, B, C) est une
a+c=0

famille libre (et génératrice) donc c’est une base de &. On en déduit que dim% = 3.

-2 0 0 -2 0 0 4 0 O
2.B>=| 3 10 3 1 0f=[-310
-2 0 0 -2 0 0 4 0 O
Comme 2 la question précedente on pose aA + bB + cC = B? et on obtient :
-2b+c 0 0 4 0 0
3b-2c b-c 0 = -3 1 0
-a-2b 0 a+c 4 0 0

l'unique solution du systéme obtenu est (a, b, ¢) = (6, -5, —6) donc B> =6A—5B —6C.

Partie 2.
1 0 0 0 0 O
1. e Premiere méthode: Oncalcule M;=| -1 0 0 JetM,=| 1 1 0 [.On montreque (M, My, M3) est une
1 0 0 0 0 O
famille libre (comme a la Partie 1), puis on conclut par un argument de dimension (dim% = 3, (M7, M», M3)
famille libre de trois éléments de &% donc base de %).
* Deuxieme méthode: On écrit la matrice ayant pour colonnes les composantes de M;, M» et M3 dans la base
1 2 1
(A,B,C): P=| -1 -1 0 [, onremarque que rgP = 3, donc rg(M,, M>, M3) = 3 donc (M;, M, M3) est une
-1 -2 0
famille libre de trois éléments dans un espace de dimension trois, donc ¢’ est bien une base de &.
1 2 1
2.P=| -1 -1 0 |.Oncalcule P!
-1 -2 0
1 2 1|1 0 O 1 2 1|1 0O 1 2 1|1 0 O 1 2 0({0 0 -1
-1 -1 001 Of—-f017 14171 0]—-]01P0/01 -1]—-]10190j01 -1
-1 -2 0|0 0 1 0 0 1/1 01 0 0 1/1 0 1 0 0 1|1 0 1
1 0 00 -2 1
-1 0 1 0|0 1 -1
0 0 1|1 1
0 -2 1
DoncP~!=| 0 1 -1 | /(fairela vérification).
1 0 1

3. MiMjp = My My = M3 M = My M3 = MyM3 = M3M>, =03.

4. On remarque tout d’abord que Mf = M, M22 = M, et M§ = M3. Puis par récurrence : soit n = 2 tel que Ml." = M;
(i €[1,3]) alors M f“ = M? = M; ce qui permet de conclure la récurrence.



5. Soient M et N € & alors il existe a, 8,7, a’, ',y € R tels que M = aM; + BM, + yMs et N = a’ My + ' M +y' M3 donc
NM = aa’'M, + BB M, +yy' M3 € F (grace aux deux questions précedentes).

6. On écrit aA+ bB + cC = xM; + yM>, + zMj3. Cela revient a appliquer la matrice de passage de (M;, M, M3) vers 98 au
a
vecteur ( b ) (C’est a dire la matrice P71).
c

7. (@ I=M;+ M+ Ms.
(b) (Mg p,o)* = (xM+yMs+2zM3)k = ((=2b+c) My + (b—c) My + (a+ c)M3)" = (=2b+ ) M, + (b—c)*Ms + (a+ )k M.

o
© sn:];)E((—zmc)’“Ml+(b—c)’“M2+(a—c)’“M3).
. (—2b+c)k o (b-c)* 2 (a+c)*
Donc ay, = Z T Pn= Z Il etyn = Z k!
k=0 : k=0 : k=0 :

d) a= e—2b+c, B= eb—c, y = ed+c,



