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Consignes : La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Les téléphones portables doivent être éteints.

Le devoir est composé d’un exercice et deux problèmes indépendants qui peuvent être traités dans l’ordre souhaité.
On notera que les questions elles-mêmes de chaque exercice sont relativement indépendantes entre elles. On pourra ainsi
admettre la réponse d’une question pour poursuivre et utiliser le résultat admis ultérieurement.

Pensez à encadrer ou souligner vos résultats.

EXERCICE 1

On considère une variable aléatoire X qui suit une loi normale d’espérance m et d’écart type σ. On rappelle que la densité
d’une loi normale de paramètres m et σ est :

fm,σ(x) = 1
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)
On définit alors la variable Y par :

Y = e X

et la variable Z par :
Z = z0 +Y

où z0 est un nombre réel.

1. Déterminer la fonction de répartition G de Y en fonction de celle de X, notéeΦ.

2. En déduire la densité g de Y . On dit que Y suit une loi log-normale.

3. Calculer l’espérance et la variance de Y notées respectivement EY et V Y .

4. Calculer l’espérance et la variance de Z notées respectivement E Z et V Z .
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Problème 1





Problème 2

On considère les trois matrices de M3(R), espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 à coefficients réels :

A =
 0 0 0

0 0 0
−1 0 1

 B =
 −2 0 0

3 1 0
−2 0 0

 C =
 1 0 0

−2 −1 0
0 0 1

 .

Pour a,b,c réels, on pose :
Ma,b,c = a A+bB + cC .

Enfin, on note F le sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par la famille B = (A,B ,C ).

Partie 1.

1. Prouver que la famille B est une base de F .

2. Montrer que la matrice B 2 appartient à F . Donner ses coordonnées dans la base B.

Partie 2.
On considère les matrices suivantes : 

M1 = A−B −C
M2 = 2A−B −2C
M3 = A

1. Montrer que la famille B′ = (M1, M2, M3) est une base de F .

2. Donner la matrice de passage P , de la base B à la base B′. Déterminer son inverse P−1.

3. Calculer les produits matriciels suivants :

M1M2, M2M1, M3M2, M2M3, M1M3, M3M1.

4. Démontrer que pour tout entier naturel k non nul :

M k
1 = M1, M k

2 = M2 M k
3 = M3.

5. Prouver que le produit de deux éléments de F est un élément de F .

6. On pose Ma,b,c = xM1 + y M2 + zM3. Exprimer x, y, z en fonction de a,b,c.

7. On définit la suite (Sn)n∈N de matrices par :

Sn =
n∑

k=0

1

k !
(Ma,b,c )k ,

avec la convention (Ma,b,c )0 = I matrice unité d’ordre 3.

(a) Exprimer I en fonction de M1, M2, M3.

(b) Pour tout entier naturel k, donner l’expression de (Ma,b,c )k en fonction de k, a,b,c, M1, M2, M3.

(c) Montrer l’existence de trois réels αn ,βn et γn tels que :

∀n ∈N, Sn =αn M1 +βn M2 +γn M3.

(d) Montrer que les suites (αn), (βn) et (γn) convergent vers des réels α,β,γ, que l’on déterminera.


